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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

1) Choix des liaisons gar antissant |'isostaticité de la transmission de mouvement

. Q-1-1)

Si laliaison Ly est une pivot, le systéme est hyperstatique. En étudiant la chaine continue fermée, constituée des
pieces 1, 2, 3, 4 et 1, nous pouvons écrire laloi globae:

p (nombrede piecesmoinslebéti) =3
6p-Ns=ds— hs.
iNs=5+5+5+5=21 (Lqp+Log+Lgg+Lygy)
On souhaite un degré de mobilité, ds est donc éga a 1. On en déduit qu'avec cette solution, le degré
d'hyperstatisme est

Il faut donc introduire 3 mobilités mais lesquelles ? Réalisons I'étude cinématique de cette chaine.

NI
NI
Nl

[2/1]i 5 [3/ 2]

b. l@- a2
5 4135 [4/1);

\73 VC =

[ ——

j
Vb

—_—)——

y
Va

—_—
1]
1]

En écrivant la composition des vitesses [4/1] = [4/3]+[3/2]+[2/1], [4/1] étant supposé connu,

nous pouvons en déduire les conséguences scal aires concernant la somme projetée sur labase (X, Y, 2)

$%:0=0 (1)
sy:0=0(2) (1) et (2) localisent deux degrés d'hyperstaticité, il faut donc
sz:(a- dy=b+j +y (3 introduire déja deux mobilités : gy et gy

En choisissant le point D pour écrire lacomposition des vitesses linéaires :
\7D(4/1) =\7D(4/3) +\7D(3/2) +\7D(2/1), soit RU(E‘I— d)Z:ﬁéUb2+ﬁUy2 En projetant cette derniere

équation suivant Z, nous obtenons 0 = 0 (équation évanescente) et localisons ainsi |e dernier degré d'hyperstaticité.
Il faut donc gjouter unetranslation z.
Letorseur cinématique de laliaison 3-2 conduisant a une résol ution isostatique sécrit alors :

i ( o e . : S
Ox X gz torseur cinématique caractéristique d'une liaison annulaired'axe D. Z

y j.'
3/2 _
[ ]: Vp =

z

- Q-1-2)

solution sans mobilité interne acceptée
Les liaisons étant placées en série, leurs mobilités sont cumulatives, les seules possibilités deviennent alors en
utilisant des liai sons avec contacts surfaciques :

X+ +j .z i bz
[3/2]'9X By v ] [ar3i_ °%
Vp =0 iVg =22
rotule de centre D pivot glissant daxe B.zZ

ou la solution symétrique :

i Z + +bz
[3/2]l Iz [4/3]lgx X+ 0yy+b2
Vp =z VB =0
pivot gI issant daxe D.Z rotule de centre B
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

ou sphérique adoigt de centre D et d'axe Z associée a une rotule de centre B avec toujours sa solution symétrique.

solution avec mobilité interne acceptée :

Deux rotul es respectivement placées en B et D, avec mobilité interne : rotation de 3 autour de BD .

- Q-1-3) Les sous-ensembl es étant indépendants, |e systéme restera toujours i sostatique.
- Q-1-4)

Il faut que lanormale E.i ne coupe pas I'axe OZq. Le mécanisme est alors constitué, dans sa version mono-bras,
de 5 piéces plus le béti. Il possede deux mobilités, I'une principale pouvant étre caractérisee par d, l'autre
secondaire ou interne correspondant a larotation du galet 5 par rapport a4 suivant Zg . (Remarque : cette mobilité

disparait dans laliaison réelle avec roulement sans glissement du galet sur la came).
La version mono-bras reste donc isostatique :

i p (hombrede piecesmoinslebéti) =5
6p-Ns=ds—hs |
iNs=5+2+5+5+5+1+5=28 (Lip+Log+Lgg +Lygy +Lys+Lsy +Lq0)
ds = 1 (mobilité principal e souhaitée) +1 (mobilité interne), on en déduit qu'avec cette solution

. Q-1-5)

A partir de I'équation (3) :(a - d)=b+j +y , sachant que I'on veut X, =% 4s0it (& - d)=y nous en déduisons
que b+j =0 or DCU(a - d).z2=DB UbZ+ DA Uy .7 + 27 qui en se projetant sur Z conduita z=0.

En multipliant scalairement par DB, on obtient DB.(DC U(a - d).Z) = DB.(DA Uy 7). En tenant compte de
(a- d)=y et par permutation circulaire, on aboutit a:

7(DB UDC) = Z(DB UDA) soit (DB UAC) =0.

D'oll DB =| .TC, or comme Xo = X4, laseule figure géométrique possible est un parallé ogranme ADBC.

B_~

A

2) Prédétermination du profil de la came de correction anqulaire des galets et de la géométrie du galet
associé

. Q-2-1)
PourIestroisphases:do.tzw.t=d+%,soitd=2.t-%,d'0l]t=%.(d+%)
Phasea t3 0

a=cte=dag

a=dgt+ag

2
.t . .
a=a0.7+ao.t+ao avec ag =0etag=0
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

Calcul de & : pour d=0 (findelaphase), a —Bett—L
2 6.w
a(i):E:a_op— d'ou ao :36'—W
6w 2 2 zpw? p
Soita=1—pSW2t2 18(o|+'o)2 pour ti [ol] ou di [- B O] Phase a
Phase b t3 P
6.w
_ 36.w
p
2
a__36.w (t-L)+af
p 6.w
2
_ 18w P .2 . p Phaseb
a=-—"——(t- —)“+as(t- —)+a
o ( 6_W) f ( 6_W) f
2
Soita=- W 0 P2 awit- Py e P82 4644 P  pour 11 2P ou di [0,2]
p 6.w 6w 2 p 2 6w 3w 6
p

vérification : pourt = EYE onretrouve bienque a =p
w

Phasec: a=p

- Q-2-2)

OE = |x c.cos(d) + e.cos(a)
y c.sin(d) +esin(a)

Phase a Phase b Phasec

X = ccos(d)+ecos[ (d+p)] x = c.cos(d) + e cos(- 5d2+6d+p)

i i

i I I Xx=c.cog(d)- e

' i i

1y—c.sm(d)+esm[—(d+%)2] Iy= CSln(d)+esm(-—d2+6d+p) i y=c.sin(d)

(x+e)2+y2=c2

. Q-2-3) cercle( ;R=0C)

-0 _,dx _ dy .. - L2, .2 ds ds E

Ve =(——X+—=y)d=q/(x + I=—1 onposeV=—

e =(gg™ gV ATVEE Y I= G T oonp dt i

2 2 2

0 _,d°x _  d°y .. _d“s ds df

ag =(—X+ =" i+—.— \ _

a2 w2 2 dtdt A Ve =vi
av . V2 “~
—f+—n
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

3
4 2 .2 2\ 2
L2 .2 av \Y/ V (X +y )2
P X“+yo=(—)+— Rarithmétique = ou Raigéorique == <o on, —
a2’ R? a .2 .2 dV. .o geonq Xy - Xy
[XZ+§° - ((T) ]
t
X;y
” /V il +y7
’ dt
L=
- Q-2-4)
Pour quil n'y ait pasinterférence, il faut que Rgalet < Rmini
Le rayon mini est donné par un module de courbure maximale environ égal 470 m™ soit Rgalet < 14,2 mm
3) Etude dynamique de |' ensemble carrousel-br as. Déter mination de la pression de contact galet-came

- Q-31)

Si on ne cherche a déterminer que le couple moteur, il est possible de tenter une mise en équation pour un
paramétrage compatible avec toutes les liaisons du mécanisme, contact came/galet inclus, en isolant 1+2+3+4+5,
de facon a ne pas introduire d’inconnues statiques (les coefficients énergétiques associés aux efforts des liaisons

seront nuls, celles-ci étant parfaites). |l ne reste aors qu’'un paramétre: d, donc il ne faudra pas considérer d
constant lors de la mise en équation. L’ équation obtenue reliera C a d (et ses dérivées), et si le mouvement est
connu (vitesse de rotation constante par exemple), C pourra étre calculé.

D'autres mises en éguation équivalente sont possibles :

- On peut prendre en considération lors de la mise en équation la condition d constant. Le paramétre retenu est
alors "t" (équation appelée parfois de « Jennie Ramonel »). La résolution sera plus rapide, mais le couple ne sera
calculable que sous cette condition.

- Lemécanisme n'ayant qu'une mobilité, le théoreme de I’ énergie cinétique aurait aussi permis de calculer C.

En pratique, le paramétre a ne devra figurer ni dans I'énergie cinétique, ni dans le second membre de |'équation de
Lagrange recherchée. Son explicitation en fonction du temps n'étant pas simple, la mise en éguation ne le sera pas
non plus.

- Q-3-2)

Pour déterminer N, il est nécessaire de faire travailler le contact ponctuel, et donc de faire une mise en équation
non compatible avec cette liaison. Le plus simple est d'ignorer la relation imposée par ce contact ponctuel (qui

relie a & d). On doit toujours isoler 1+2+3+4+5. Il reste alors 2 paramétres: d et a. d ne sera toujours pas
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

considéré constant lors de la mise en équation. On obtient ainsi 2 équations de Lagrange, faisant intervenir d, a (et
leurs dérivées), N et C. La prise en compte a posteriori de larelation reliant d et a (équation de liaison associée au
contact ponctuel) et de la condition de fonctionnement (vitesse de rotation constante) permet de calculer N et C.

Il est toujours possible de considérer lors de la mise en équation la condition d constant. Les paramétres retenus
sont alors"t" et a, et seul le couple afournir pour imposer une vitesse de rotation constante a1 pourra étre calculé..

Ecriture des équations :

Les coefficients énergétiques associés aux efforts intérieurs sont nuls: les pivots 1-2, 1-4, 3-4 et 4-5 et lalinéaire
annulaire sont parfaites et le paramétrage compatible.

Coefficients éner gétiques associés aux efforts extérieurs:

Pivot 0-1 : les coefficients sont nuls car laliaison est parfaite, e paramétrage compatible et 0 galiléen.

Pesanteur : les coefficients sont nuls car le potentiel de pesanteur est constant.

* Moteur : Qg (mot® 1,Rg) = 0 et Qg(mot® 1,Rg) =C

N N—- . .
* Contact came/galet : [0® 5]= 1 6” ; V(E,5/Rg) =cdy; +edy»
=
soit : Qg(came® 5,Rg) =N e nxy, et Qg(came® 5Rg) =N ¢ nxy;

§ % B .
 Pistolet : [Pistolet ® 2]= i() . V(P2/Rg) = adyy +Xpay
pi
soit : Qg (pistolet® 2,Rg) = P X, j,, et Qg(pistolet® 2,Rg) = Pai, sin(a-d) + Paj, cos(a-d)

Energiecinétiquede S:
2 T(SIRg) = [C;+M,a2+Cg+Mgac] d? + [Co+Mad?] a2 + [2M,al+Mgd(atc)] d & cos(a-d)

Equation de Lagrangerelativea a :
. a+c. .. L2 oo , -
[Ci+M 2a2+C3+M zac] d+[Moal ,+M 3dT ][ & cos(a-d)-a 24 n(a-d)]=C+Pai ,sin(a-d)+Paj ,cos(a-d)+Nc i xy;

Equation de Lagrange relativea d :

[Co+Mod?] & +[M 2a|2+|\/|3ol%][&:‘lcos(a-o|)+ d? sin(a-d)]=Px,j,+Nefi 55

. Q-3-3)

L’ équation de Lagrange relative a d correspond directement a I’ équation de moment pour 1+2+3+4+5, en O, en
projection sur Zg. Aucune autre projection d'une équation de moment ou de résultante ne permet d obtenir

directement la seconde équation, et ce quelque soit le systeme isolé. L’équation de Lagrange relative a
a correspond a une combinaison linéaire de I'équation de moment pour 2, en A, en projection sur Zpet de

I” équation de résultante pour 3 en projection sur y».

- Q-3-4)
N est maximum dans la phase a (ou &), pour d voisin de 160°.
Dans cette phase, ona: d=0 d=dg d=dgt-&/6
) : . 2
4 =§d§ a =§dg t azgdg t
p p p

N est donné par I'équation de Lagrange relative aa et vaut —13 kN.
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

- Q-3-5) Courbure > 0| Courbure < 0|
Dans la zone ou la pression de contact est maximum (d voisin de 160°), la >
courbure est positive (7 m'l) et N est négatif (-13 kN). Le contact est donc du z
type « concave/convexe ».

. N _[1 1 . . v
pmaxi = 0,42 TE—- —| = 1350 MPa, ce qui est compatible avec les z

n rn

caractéristiques du matériau.
- Q-3-6)

‘:, X21X1+Y21Y1+ 22170
Al L2iXp+Ma1yg
Il faut donc écrire 5 équations pour déterminer ses 5 composantes.
2 nétant relié qu'a 1 et 3, il est possible d'écrire 4 équations sans qu'aucune des 2 inconnues de la linéaire
annulaire n'intervienne : I’ équation de moment en D (3 projections a choisir) et la projection de la résultante sur
9.
2+3 néant relié qua 1l et 4, il est possible d' écrire 1 équation sans gu'aucune des 5 inconnues de la pivot 3-4
nintervienne : I’ équation de moment en B en projection sur Zg.

Letorseur des actions de 2 sur 1 est delaforme suivante: [2® 1]=

- Q-3-7) Pour faire intervenir les inconnues statiques de la liaison pivot 1-2, il faut faire une mise en
équation non compatible avec cette liaison. Ne pas tenir compte de cette liaison revient a paramétrer |le mécanisme
par d (mouvement dans la pivot 0-1), a (mouvement dans la pivot 1-4), b (mouvement dans la pivot 4-3) et g, G,

Oz, z (mouvement dans la lingaire annulaire 2-3). Ce paramétrage est bien compatible avec toutes les liaisons

excepté le contact ponctuel et lapivot 1-2. Il est alors possible d écrire 7 équations de Lagrange, faisant intervenir
14 inconnues : les 7 parametres de position (et leurs dérivées), N, C et les 5 inconnues statiques de la pivot 1-2. |l
reste alors a écrire les équations de liaison, une pour le contact ponctuel (relation entred et a) et 5 pour la pivot (3
équations pour la coincidence des points A; et A, et 2 équations pour la coincidence des axes Zg et Z3). La

derniére équation est donnée par la condition de rotation du carrousel a vitesse constante.
- Q-3-8)

Dans la phase de peinture, on a: d=0 d=dg d=dgt-&/6
a=0 a=o0 a=0oud

d(D,2/Rg) =M(D,2® 2) = M,g(l,-d) V> ... pesanteur® 2
(L1 #fY 21) X1 -(M1-FX21) Y1 -dZp1 Yo +d(Y 1c08(a-d)-Xp1sin(a-d)) zg ... 1® 2
+Pj (2 +f) X2 +Pi (%) Zg-PlKp(Xp-d) +ip(Z5#1)] Y2 ... pistolet® 2

d(D,2/Rg) = 995(0,2/ Rg):  +M,V(D,2/Rg) UV(G5,2/Rg) = ‘fﬂg(D,z/ Rg)4
5(D,2/Rg) = 1(D,2)W(2/Rg) + M 2DG2 UV(D,2/Rg) =M, [(Io-d) X -(f+h,) Zg]Uad ¥,

Projectionssur X1, yq €t Zg :

0= ~(L g Y 29)+Pj oz +F) cos(@-d)-[M g (1 -d)-Pk(,-d)+Pi(z,+)-dZ g sin(a-d) 1)
aM p(f+hy) 02 = (Mg +X29)+Pl y(Z#1)sin(@-d) M0l -0)-Ph (k- Q) +Pip(z,H)-0Zpp]cos@-d)  (2)
-aMy(15-d) d2 cos(a-d) = d[Y 5ycos(a-d)-X ysin(a-c)] +Pip(x,-d) ©)
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

M, &(G2/Rg)2g =F(2® 2)2q ... soit Myg-Pk,+Z =0 (4)

d(B,2+3/Rg)2g =M(B,2+3® 2+3)x2g= -dX,;sin(a-d)+dY 5,co8(a-d)-(ac)Yy; ... 1® 2+3
+Pjp(xp-d)+Pip(a-c)si n(a-d)+Fﬁp(a-c)cos(a-d) ... pistolet® 2+3

d(B,2/Rg) g = §~%§(B,2/ Rg) xzo‘é’ +M2[V(B.2/Rg) UV(G, 2/Rg)|x2g = %g(s,z/ Rg) xzo‘é’
Rg Rg

5(B,2/Rg) = 1(G2,2)W(2/Rg) + M »BG2 UV(G2,2/Rg) =M, [(ac) X +(I,-d) Xo-(b+hy)Zp]Uad ¥,
. __ed. 0 . - __ed 0
d(B.3/Rg) 20 = S0 §(B3/Rg) 2o +M3lV(B,3/Rg) UV (G3,3/Rg)] =20 = £25(B,3/ Rg) %20

5(B,3/Rg) = 1(B,3)W3/Rg) + M3BG3 UV(B,3/Rg) = [Cat Mgc%] dzg
Ma(l-d) d2 sin(@-c)=Pj(xd)+{Pi(ac)-dX pr]sin(a-d)+{Pip(@c)+dY yy]cos(a-d)-(ac)Y 5, (5)

L'équation (4) donne directement Z,,.
Ladifférence (3)-(5) donne Y 54. En reportant dans (3) ou (5), on détermine X 5.
Xo1, Y1 €t Z5q étant détermines, (1) donne L4 et (2) donne M.

4) Etude approfondie de la résistance et des déformations d'un bras principal

Déter mination du torseur des efforts de cohésion

. Q-4-1)

On appelle 1" et 1%, les deux parties de 1, générées par la coupure a l'abscisse s et notées dans le sens des s
croissants.

Enisolant lapartie 1", on peut écrire: [2® 17]+[v ® 17]+[1" ® 17]=[AY, ]
1

.COSF ] d2

0G = (p+c)X1+ ?;EL ; 597 doti en tenant compte que d = constante : é% =-[(p+c)+—= L+ > S
e a

La premiére conséquence vectorielle concerne I'égalité entre les résultantes vectorielles, soit :

X1 %1 + Vo191 + 22121 (L~ 9970 - Ni - Tk- Tygp =-1 (L- 90+ + {2 cosF 122y

D'ou les trois premiéres conseguences scalaires :

(L2 S .cosF].d2.cosF

N =X21.C0SF - Zq.9inF +1 .(L - s).g.sinF +1 .(L- 9).[(p+cC)+
(L+s)
2

Tk =X21.9nNF +Zoq.cosF - | .(L - s).g.cosF +1.(L- s).[(p+c)+— cosF].dZ.sinF

Ty =Y

L a deuxiéme conséguence vectorielle concerne I'égalité entre les moments exprimés en P, soit :

L21x1+M21y1+PGU l.(L-99Zp- Mtl- Mfkk Mfylyl C| +PGU[ I.(L-9). [(p+c)+( > 9 COSF]dz_'
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éI(S) 0 0 @ é— d.sinFL,J d_:dcosF V1
sg=g0 X9 O g S 0 {=-ldsnFi+KdcosFk dou:
A A 4 d.k .
go O K(s)[qI V1. Eg J.cosF H E—d.smF V1
dg =(K-1). d2.sinF.cosF Y1 Leterme de transport en P peut sécrire sachant que PG = (L2 S i
PG U[-1.(L- 9). [(p+c)+(L23) cosF1.d% %y =1 u smF[(p+c)+(L2 S .cosF1.d2.y;
dou:
2 L-9? (L+9) 2
L21x1+M21y1+PGU I.(L-907Z0- MtI-Mfkk Mfylyl (K - 1).d°.sinF .cosF .jq + . SnF[(p+c)+—= > .cosF1.d“.y1

Soit :
Mt=L »q.cosF
2 2
- . - + .
Mfyl =Moq +I .(L 9 g.cosF - (K- I).dz.sinF.cosF.- I .(L ) .sinF[(p+c)+(L S).cosF].dz- (L- 9).[X21.9inF +Z»1.cosF]

Mfi =(L- 9).Y21+Lor.SinF

Simplification des actions extérieurestransmises par la biellette 2 au brasprincipal 1

. Q-4-2)

Appliquons le théoréme de la variation de quantité de mouvement pour obtenir laforce F exercée sur le braslors de
I’gection del’air et de lapeinture qui interférent apres pour donner naissance a des micro sphéres de peinture.
F=1p Qup Vp+Na Qua Va

Ou Q, et V sont les débits volume et vitesses axialesrelatifsalapeintureet al’air indicés p et a

L’ air pouvant étre assimilé a un gaz parfait, sa variation de masse volumique fi, seratelle que:

f,=fyg. To/T T étant évidemment exprimé en K
fi. = 1,296* 273/293 = 1,208 kg.m™

Lavitesse d' gection de la peinture est conditionnée par la buse de diamétre d = 0,5 mm.
V, = Q, /(dd/4)

V, = 500.10°°/60/(8.0,5°.10°4) = 0,04 m.s*

Toutes les autres grandeurs sont données. 1l en résulte que laforce F exercée sur un bras de peinture par I’ § ection
vaut :

F = 960*500.10°°/60* 0.04 + 1,208* 5/3600* 0.7 P|F=117.10° N

Cette force est totalement négligeable.
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Vérification du dimensionnement du brasprincipal 1

. Q-4-3)
K=gi2+y2)dm avec dm=rdV = dv Deméme : | = k2 +y2)dm
_d y1)- =rav=o. : —d Y1)
\Y \Y
-S
§3u - o3 N
Ji%)dm=r S§2di= e—u o L-97
g H -s 12 _ (L S)
V L dOU K I +€|Gk
2N a2 > IL
gyy)dm=r. Loll dS=r.L.lgk et I__-(IGk +|Gy1)
V
dkz).dm=r.Ld<2.dS=r.L.IGy1 J
V S
3
. L-93% IL
Soit K-1 -—
2 s M
Ens=0,

2 2
Mfy1 =Moq +l .L?g.cosF - (K- I).dz.sinF.cosF.- I .L?.sinF[(p+c)+%.cosF].d2 - L.[X21.8inF +Z51.cosF]

3 3
avec K-1=1 =1L Igy, = 63055 6’3'0’5% 151.10" 8 =867.10" °kgm?
12 S 12 808.10"
0,552 0,552 0,55

Mfy, =+63.~""-981.00s16°- (867.10° 2).4.5in16°.c0s16° - 6,3. Sin1670,285+==.00s16°].4- 055[16,2.8in16" - 50.c0s16°)]

Mfyl =8,986- 9,188.10" 2 - 0,577 + 2397 =32,3N.m

La décomposition numérique, respectant I'ordre littéral, permet d'apprécier I'influence des différents termes.

. Q-4-4)
Mfyl : 32,7

Sizl—-k soit avec Kmaxj |s; = —>=" _ 17.10" 3 = 3,63 MPa
Gy1 151.108

aucun soucis a sefaire, comparé alalimite élastique a I'extension de 240 M Pa

- Q-4-5)

Le cas de flexion simple rencontré ici nous autorise a utiliser : Mfy1 (s)=El Gy1 K"
- 2 . 2 .

ElLk"=+l .ug.cosF [ (L S) %I yl]-dZ-SinF.COSF.- I % sinF[(p+c)+ (LZ ) .cosF].d2 - (L - 9).[X21.9NF +Zy1.cosF]
- 1)3 . 3 _ 4 2,2 _

Elk'=-1 .&g.cosF +[I (GIDM L) —LI Gy1- 9| d2.snF.cosF.+I .&.sinF(p+c).d2 L .Sin2F. (S— —'L- s7L +L3.s).d2
6 48 S 6 8 4 3 2

Ry
+%.[X21.sinF +Zpq.cosF]+Cq
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

ens=0, k'=0, le calcul de la constante d'intégration est donc possible.
L3 L4 .5 L3 . o L2 _
0=-1 .?g.cosF +1 @.d .sinF.cosF.+1 .€.smF(p+c).d +7.[X21.smF +Z9q.cosF]+Cq

en s=L:

| L2 L4

4 4 4 3 3 2

L L L

ELK(L)=(— gy~ | — -
L=Cgten14g

=+ 1h42 4 .%g.cosF - .%.sinF(p+c).d2 - %.[XZl.sinF +Z91.C0sF ]

)d2.sinF .cosF . - L sin2F (- —=—
8 4 3 2

058" 63 5058 058 055 058

_(8305% 151108 - 63~ )ASiM6.cod6 -~ B2 2 4+63 9810046~ 63~ Sirl6.(02894- - [162S16 - 500

30210% (L) =( 3
80810

3,02.10%K'(L) =-1,235.10"2 - 63.10 2 +1647- 549.10 2 + 6,594 =8176 soit | k'(L) =2,7 107

La décomposition numérique, respectant |'ordre littéral, permet d'apprécier |'influence des différents termes.

4 _1)° ) V4 ) 5 4 3,2 3.2
E1k©=-1. 8 geosr 41 S L 1L o 212 sinFcosF.+1. 8D gnp(peoa?- Lsinor G- S L DS 0
2 548 25 2 8 20 12 6 | 2
_ 3
+%.[X21.sinF +751.c08F ] + Cp.5+ Cy
ens=0,k(0)=0

0=-1 ﬁgcosF+[—Ii]dzsinF cosF.+| ﬁsinF(p+c)dz—ﬁ[X SnF +Zp1.cosF]+C
22 9 T . -+ . 5 21. 21- 2

3 5
I L “o . l. . 3L, ;2
E.lk(L)=+——.I dc.sinF.cosF.- —.sn 2F .(—).d“+Cy.L +C
(L) 55 Gv1 3 TR 1 2

avec Co =+l ﬁgcosF +1 L—5d2 sinF.cosF.- | ﬁsinF(p+c)d2+L—3[X SiNF + Z57.cosF]
2 .24 . 5.48. . . . .24. R 6 . 21. 21.

et
3 4 3 2
Cqy =I .%g.cosF - %.dz.sinF.cosF.— I .%.sinF(p+c).d2 - I'7.[X21.sinF +Z51.C0sF]

Soit numériquement C, =-0,98 etC; =817 d'oli : k(L) »11.10"%m
L es conséguences concernant le déplacement et larotation de la section en bout de bras seront donc tres minimes
lors de la phase de peinture.

. Q-4-6)

Si Ly est non nul aors de la torsion apparait introduisant une
rotation w; de la poutre. De plus, un moment de flexion autour

de k apparait introduisant une rotation w, et un déplacement
Uy:. Pour la contrainte, cisaillement et traction se superposent

donnant une contrainte équivalente s eq = Vs2+3t2.

plat 60x2

carré 30x30 ép. 2
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

Le calcul de cette contrainte maximale équivalente est possible mais nous pouvons noter que t n'est pas aise a
déterminer car la poutre n'est pas de section circulaire. De plus s est la superposition de deux composantes du

moment fléchissant.
La contrainte sera maximale al'encastrement dans un "coin" de la section (voir fleche sur la figure précédente).

. Q-4-7)

2es=bPpb|s=—=—"=52MPa

Une pression de 0,8 M Pa génere des tensions dans les parois de la poutre de I'ordre de 5,2 MPa. On peut donc les
négliger dans le dimensionnement de la poutre.

De plus cette pression déforme "en bloc" la poutre sans provoquer de flexion ou torsion supplémentaire. Aucun
effet néfaste supplémentaire est a prévoir sur le mouvement du pistolet.

S EREE S
D« o T
YYvy > —oAb e i

- Q-5-1)
Nombre de Reynolds R, =vD
g
V =1m/s
D=5010°m
g=0.1510" m%s soit R.=3,33
- Q-5-2)
1V
W=rot V or V présente une symétrie de révolution V:'Vj
i
iV,=0
et la symétrie impose 1:O
q
1 e j 0
—— g—(vqsml)-—JfO
jrsiny gv, 1, o
—ol 1, 19(vy)
r tV| - — =0 - oy —
Donc : jrsnj 1, r o Onen conclut que: W=Wr,j )e,
i
- 1V vro
-'-—g( 1) VI )
fre qr I o

Agrégation de mécanique externe 2003 12/22



Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

- Q-5-3)
Le régime de Stokes permet d' écrire que :

grad (P- P,)=mDV (2) etdivV =0 (1)
En reprenant les formules vectoriellesde I’ annexe 3, il vient :

BV = grad (divV)- rot (rotv) (3)
Le premier terme est nul car divV =0

Appliguons la divergence de I’ expression (2)

div{grad (P- Po))= div(grad P)= DP  per definition
Au deuxieme membre

div(mDV) = - mdiv{rot {rot V) = - maiv{rot W)

Par définition cette expression est nulle, donc :

L’ équation (3) permet d écrire
gradP = - mrot W

Appliquons le rotationnel aux deux membres rot (gr—ad P) = - mrot (Ef \7V)
Par définition le premier membre est nul. Le second s exprime par

rot rot W) = grad (divia)- DW

grad (divi#) = gradi(div (rot V )

Par définition le deuxiéme membre est nul, donc : DW=0

- Q-5-4)
Nous venons de voir que rot (rot \7\/) =0
Exprimons le danslerepere r,j , g, en utilisant I’ annexe 1.

1 T(Wsn j)
|0 rsin | 1
W0 — | 1 9(w)
t w|- =2 —2
W "o r qr
0

Agrégation de mécanique externe 2003
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

rot{rot W)
19(Wo_ Tz 1 f(wsinj o
C W o T &rsnj T g
On recherche a exprimer W sous laforme W=1(r).g(j ).

eq

2
=0
Qe

0
0
1
r

0

161 1 ‘ﬂ(rfg)o T 1 1(fgsinj )%:
rélré T o % &rsnj i @
Soit en notant par f' et f"lesdérivéesde f parrapportar et g et 9" lesdérivéesde g, par rapport a |

La composante suivante éq de rot (HW) s exprime par :

1 — (- fg- rf'g (fFgcosj +fg'sinj )2=0
1 rsin @
2- s
- 2f'g- rf"g- f§§g"+ L g Wit 3.
r-  rtanj rootan’j g
.1 é, 1+tan?j u
(Zf"+2rf') +tanj 4 tan| g
Soit en multipliant par fL ' : + € U-0
g g

Expressionen f et g séparés devant obligatoirement étre telle que:

r’f"+2rf'= Af(4) avec A constante adéfinir

g+ ——ag-g— = - Ag (5)

S g=sinj onadans (5)

- sinj + j (L+tan?] )| = Asinj
. é . .
-sinj + Cc,)sj & SmZJ, 3—-25”’1] =-Asn]j
sinj & cos’j

Expression possible conduisant a A =2

Vérification du formalismede f dans (4)
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

f :r—21+l N
IO LINOE T
a er a
2 —=+2r ,=2 {:Gé
re

—

Egalité vérifiée qui permet d’ écrireque: W= gé—zl+l 2rgsinj € quand r® ¥ W® 0 donc |,=0
er %)

. Q-5-5)

L’ équation (2) s écrit

grad(P- P,)=mDV = - mrot rotV = - mrot W

Or:
1 fwsinj)
rsinj 9
rotw=|- 11 (rw)
rqr
0
Donc:
t 1 Sé 2] 9:'—31>Qc031
rsinj 1j e g T
grad P- P, = -} }1aé—l>sinj Q:I—lsinj
rfrer g r
0
Soit 1(P- P,) = - 2mcos; Ly (6)
qr ° re
19 I
=—(P- P )=-msinj — 7
i (P-R) i ()

En dérivant par rapport a r et en égalant avec (6) il vient
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

- 2meosj —+ L, —L+h'(r)=- 2mcos; |—31
e r

h'(r)=0 donch(r)=cte

3DV,

4

P=P, :amL:oSj V, +cte

Comme | ,

Pour r® ¥ P=P P cte=0

3nD cos;j Vv

P=P, +
4r?

. Q-5-6)

Le résultat précédent montre que I’ écoulement d’ un fluide avitesse V, autour d’'une sphere exerce sur celle-ci des
efforts de pression et de viscosité. La contrainte de cisaillement est par ailleurs fournie en annexe 2.

AV] Vj 11Vro
tjrir -——t-——x
jrird )= rTgﬂr rr9 g

En tout point de la sphére les forces de pression et
de viscosité s’ expriment donc par (en se référant
aux rotations de la figure ci-contre)

dF” =-P(a,j )dsh

dF" =-tj r(aj )dsg

En projetant sur ox
OX.n =Ccosj .
ds=a’sinj dj dq

2p p
=00 g 3mV cosj OCOSJ a’sinj dj dq
%)

4=0j =0
. .. P3 o
F :Zp(‘jDOazsmj dsinj - 2p(‘)£maVOCOSZJ sinj dij
0 0
. 2. 0 1

e u . .
é2pa2PoSln J i +2p(‘)§ maV, cosj dcosj
é 2 0

F° =0- 2pnV,a
En ce qui concerne le cisaillement
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

] &AVj Vj 1IVro. . , . . .
dF' =+mg———- —+=——=9nj a“snj dj d
X ng‘ﬂr N T J J dj dq

Rappelons que (question 5.5)

asa a’od
V, =V §— - —5icosj
ng I’ g
a 3 s
Vo=V, B & )
: §4r ar’

d ou en calculant laforce pour r=a

AaE8a 3 3 ' 3, ad a?sin?j V,sinj dj
qgjg”gmz 4t a4t o4t o2t Aty °

F=-
p
F. =-3pnV,acpn’j dj
0
-1
=- 3prrvoadcosz- l)d CcoSj
1
n , 4
F' =-3pnV,a 3 =-4pnV,a

Latrainée totale (opposée ala direction d’ avancement) vaut donc

F=F +F =-6pnV,a

Application numérique

m=n,|

Pour I'air, n est donné alatempérature d'gectionde20°Cet r a 0°C.
L’ air se comportant comme un gaz parfait :

To

T
Soit  F=6.0.01510".1,296- %2 . 2510°

r=ry,

F=8510"°N
- Q-5-7)

Le nombre de Reynolds relatif &1’ écoulement autour d’ une sphére de peinture a éé calculé en 5.1 (Re, = 3.3).

L’ annexe 4 nous fournit |es paramétres de la corrélation aretenir :
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

Nu, =k Rej
k =0.89

b Nup =1.32
n=0.33

L e coefficient d’ échange convectif est donc de:

h= Nup.l ,
D

h :LO'SZS:%OWm-Z K!
5010

et le nombre de Biot :

g - D 660" 5010°

= =0,08<0.1

peint ure

- Q-5-8)
L' hypothése B; < 0.1 étant vérifiée on peut considérer que latempérature de la sphere est la méme en tout point.
L’ équation de I’ énergie en régime transitoire s écrit donc :

dT
VIO =hyT, - T
rev s(T,- T)

ou
S et V sont les surface et volume de lasphére r et ¢ lamasse volumique et la chaleur massique de la peinture.

D’ou I’ évolution de la température de la peinture

2
dT _. hA;pa dt
T-Ta rc pa®
3
T-Ta _ -hot
Soit e '@
T, - Ta

Application numérigque : recherche de temps t pour obtenir T =21°C

1 3660
— 4 21050107
—=e

40

t=0.186s

(lavitesse tota e de la peinture étant de 1,7 m/s ladistance parcourue sera au maximum de |’ ordre de 30 cm avant
que d’ étre & température ambiante).

. Q-5-9)
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

L’ écoulement de la température se fait en canalisation cylindrique. Le nombre de Reynolds relatif au diametre D

_— VD . o R R , o
delacanalisation Re, =—— conduit, pour une valeur inférieure a2000, aun écoulement laminaire.
n

Donc

VD 5000
n

E < 2000
n

2
v PP° o
4 —Tv 22000
pD pDn
—N
4

avec Q, débit volumede peint ure

S 4ar Q,
2000.p.m

Le cas extréme est donné pour un débit volume maximum (20 cm3s'1) donné par la pompe et une viscosité

minimale (27.510° & 65 °C)

- -6 -
D> 4~ 20.10°"" 960 _

2000.p.27,510°°

0.44 mm

Pour répondre au probléme des pertes de charge, le diametre des différents morceaux du circuit sera toujours

supérieur a cette valeur.

L’ écoulement seralaminaire en tout point du circuit.

. Q-5-10)

En écoulement laminaire les pertes de charge linéiques sont telles que

2
pp=f LV f=2
D Re
_64m L rv?
rvDD 2
2
soit Q. =V.pD le débit volume
64" pD L 2
DP=— & m- ——v_
16

Agrégation de mécanique externe 2003
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

128

DP="""-
pD*

Q.| L’expressionest delaforme k Qy, proportionnellea Q.

- Q-5-11)
Le débit de la pompe est tel que

Q, =20cm®* pour DP<30bars

o 0, = 208- MH

Q—A:’ s PestenbaretQ, encm’s™

pour 30< DP<35bars

DP = 35-
0<Q, <20cm’s™

Examinons les conditions de fonctionnement.

En 2 (pot de peinture) la pression est la pression atmosphérigue
En 5 (entrée pistolet) la pression de fonctionnement doit étre supérieure a 10 bars (condition de pul vérisation).

Lorsque le pistolet débite au maximum (500 cm® mm™* = 8.33 cm®s?) la pompe doit travailler sous une pression
raisonnable inférieure &30 bars donc avec un débit de 20 cm’s™,

Ces conditions conduisent a:
Branche 2-0 débit : 8.33 cm’s™
Perte de charge << 1 bar sinon la pompe cavite et ne peut aspirer la peinture

Branche 0-00 débit : 20 cm’s™
Perte de charge << 1 bar pour les mémes raisons

Branche 5-6-7-0 débit : 11.66 cm’s™*
Perte de charge > 10 bars pour assurer une pulvérisation correcte

Branche 00-5 débit : 20 cm’s™
Perte de charge réduite mais sans contrainte particuliere

(DP00- 5+DP5- 00 £ 30 bars)

Ces conditions conduisent a (en négligeant les variations d’ altitude et de variations d' énergie cinétique) :

128nL
DPZ- 0= W QV
-3 -5
= —128'120410 .1.8,3310°° = 41(1 (en Pa)
pD D

DP, , = 0,31 bar pour D =6 mm
0,17 bar pour D =7 mm
01 bar pour D =8 mm

On voit donc qu'il faut D, , » 7a8 mm pour éviter tout probléme.
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Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

De méme:

DP, g = 22005 99 106 =
pD*

2.810' >
4

- -3 - -3
avec Mo, = 8.33" 12010°° +11.66" 30.510 — 6810 °Pas
.00 20

DP,,, = 0.44 bar pour D =5mm

0.21 bar pour D =6 mm
0.11 bar pour D =7 mm

On pourra convenir d' un diametre de canalisation 2-0-00 de 7 mm.

Pour la canalisation de retour 5-0, il nous faut DPso > 10 bars

Pertes de charge linéiques :

128.30,510°%5

-5
DR = ——— 11,6610 6= 7’21?
pD

Pertes de charge singuliéres auxquelles on peut affecter la moitié de la perte totale.

2 22 2 -5
o, =151 YV =15 V'S 157 Q) _ 01610
2 28 ,p’D D
16

(Ces pertes sont négligeables devant |’ aspect linéique)

2 410°S 18,9 bars pour D = 2,5 mm
DPS_O—D— 12 bars pour D = 2,8 mm
91 barspour D =3 mm

On voit que le probléeme est trés contraint et qu’ une canalisation normalisée de 3mm est insuffisante pour maintenir

10 bars utiles au pistolet. On sera tenté de choisir un dimension normalisée de 2,5 mm de diamétre.

Canalisation 00-5

Elle se décompose en trois trongons parcourus par 20 cm®s™ et de viscosité évolutive.

5
DP = 12810 [20(1 38+1" 27,5+3" 285)| = 12 é?
5
DP; = % (négligeable)
12,210°°% | 2 barspour D =5 mm
DP, . =——

D* | 4.8barspour D =4 mm

Agrégation de mécanique externe 2003

21/22



Epreuve de mécanique des systémes et des milieux déformables

On peut sefixer un diameétre de 5 mm pour minimiser les pertes de charge sur ce troncon.

En fonctionnement le graphe des pressions dans |e circuit est |e suivant :

A
5 Q.A‘.A,Zoj
bars \A
v ® Pression disponible
A 187 au pistolet

Pa 1b

-0.28

Toutes les fonctions sont assurées et la pompe &20.7 bars débite bien 20 cnt’s™

Arrét de fonctionnement

Il s'agit de vérifier si la pompe ne fonctionne pas en limite de possibilité (P = 35 bars) entrainant par la méme une
usure forcée DPpompe = DPperte de charge (AVEC DPpompe @ rechercher vrai semblablement entre 30 et 35 bars).

Soiten P, :

410" p &0 D7 Dj D3
120rQ, €1 10
+ VA +
P & D3
On est conduit al’ éguation de 2°™ degréen Qv

DP=3510° -

o\

3.1810"Q? +1.9410"Q,, =3510°

qui admet 17.5 10° soit 17.5 cm®s® comme solution.

La pompe travaille en limite de ses possibilités sans trop pénétrer dans la zone critique 30-35 bars (30.6 bars).
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