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Éléments de correction du sujet de mécanique  
des systèmes et des milieux continus session 2006 

 
Partie 1 : Mécanique des fluides - Énergétique 
 
Section 11 : Mise en équations du problème d’écoulement visqueux compressible 
 
Q.11.1  
Compte tenu de l’expression du déviateur des contraintes ( ) ( )( )vgradvgrad.S T rr

+η= , la conservation 

de la quantité de mouvement devient : 
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La conservation de l’énergie s’écrit : 

( ) ( )( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )ii,j,ii,j
2

j,ii,it,i,it,p

T
p

T
p

T.vvvTrace.pvpTvT.C.

T.vgradvgradvgrad.Trace.
dt
dp

dt
dT.C.

Tgrad.divvgradvgradvgrad.Trace
dt
dp

dt
dT.C.

λ+⋅+η+⋅+=⋅+ρ⇒

∆λ+⋅+ηη+=ρ⇒

λ+⋅+η+=ρ

rrr

rrr

  (3) 

 
Q.11.2  
En fonction des composantes, ces trois relations deviennent quatre relations scalaires : 
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Q.11.3  

Après changement de variables, 
D
V

0ρ  se met en facteur de chacun des termes.  

La forme de l’équation n’est donc pas modifiée : 0
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Q.11.4  
Après changement de variables les grandeurs qui se mettent en facteur ne sont pas identiques dans 
chaque terme. On obtient alors les deux équations suivantes : 
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Q.11.5   

Par identification on obtient    
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Q.11.6   
Avec les données de l’énoncé on a :   Re = 6 106  et  Fr = 103 
Dans ces conditions, les termes de viscosité et de pesanteur de l’équation (2*) vont avoir une in-
fluence négligeable sur la solution. En dehors de la couche limite, on peut donc se limiter à la réso-
lution du système suivant : 
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Q.11.7  
Dans cette zone la condition de contact collant conduit à l’existence d’une zone où la vitesse reste 
très faible. Le nombre de Reynolds y est voisin de 0 et c’est le terme de viscosité qui devient pré-
pondérant. Les relations s’écrivent alors : 
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Le profil étant parallèle à la direction xr , on suppose que 0v ≈  et 
xy ∂
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∂
∂ .  

On obtient alors : 
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Q.11.8   

a) Notons Φ le terme de dissipation visqueuse : 
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Une fois adimensionné, Φ s’écrit : *
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Une fois intégré dans l’équation de conservation de l’énergie, on fait apparaître de nouveaux grou-

pes de termes : 
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b) Par identification avec les nombres proposés dans l’énoncé on obtient : 
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Nota : on rappelle que la diffusivité thermique a d’un corps s’écrit : pC/a ρλ=  : le nombre de 
Prandtl apparaît donc comme le rapport entre la viscosité cinématique et la diffusivité thermi-
que ; il quantifie donc la compétition entre les auto-échauffements dus à la viscosité et le refroi-
dissement grâce à la diffusivité. 
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Le nombre de Mach correspond donc au rapport de la vitesse d’écoulement du fluide et la céléri-
té du son dans ce fluide. Notons qu’avec les notations proposées, le terme de pression est facteur 
de 2

aM)1( −γ , ce qui donne la forme suivante : 












∂

∂
+

∂

∂
λ+Φ

−γ
+−γ=ρ 2*

*2

2*

*2
*

re

*

e

2
a

*

*
2

a*

*
*

y
T

x
T

PR
1

R
M)1(

dt
dpM)1(

dt
dT.   (3*) 

 
Q.11.9  
a) Avec les données de l’énoncé on détermine : Ma = 0,29       035,0M)1( 2

a =−γ  
Pr = 0,77    6

re 106,4PR =  

Dans ces conditions, l’équation (3*) se réduit à :  0
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b) L’écoulement est donc isotherme et par suite, les caractéristiques du fluide ne changent pas : on a 
donc µ = µ0 et λ = λ0. Par ailleurs, on a négligé le terme en dp / dt dans l’équation d’énergie.  
En s’appuyant sur la loi d’état on peut donc en déduire que ρ = ρ0 : ainsi, on pourra traiter 
l’écoulement, autour de l’obstacle mais hors couche limite, comme celui d’un fluide incompressible 
isotherme. L’équation de conservation de la quantité de mouvement devient donc indépendante de 
l’équation de la conservation de l’énergie et peut-être résolue de manière indépendante.  
La conservation de la masse devient l’équation (1*a) suivante :   
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(1*a) et (2*a) forment donc un système de 3 équations pour 3 inconnues u*, v* et p*. 
 
 
Section 12 : Quelques éléments d’aérodynamique d’un profil  
 
Q.12.1  
Soit Γ le contour le contour du profil. Les actions mécaniques de l’air sur l’aile proviennent uni-
quement de la pression p et sont portées par n

r
− , où n

r
 est la normale extérieure au profil.  

La force de portance s’écrit donc : dzdsy.npdFy 
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Soit θ l’angle que fait la normale avec l’axe yr  : si on exploite les changements de variables propo-

sés dans la section précédente, on tire : dzdscos*pDVdF *2
0y 
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Q.12.2 

a) Par définition le coefficient de portance s’écrit : 
2

Y
y

SV
2
1

dFC
ρ

=  où S représente la largeur frontale 

(maître couple freinant l’écoulement). On a donc : dzicdz)isin(cS ≈=  car l’angle d’incidence i 

est petit soit icdzVC
2
1dF 2

yY ρ=  

b) La portance s’écrit donc sous la forme : ∫
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Cy est donc un coefficient qui dépend de la répartition de pression réduite le long du profil.  
Lorsque l’incidence est positive, la pression est plus forte dans la partie inférieure du profil que 
dans la partie supérieure ; l’intégrale est négative et la portance est positive. 
 
Q.12.3  
a) Le système à résoudre dans la couche limite s’écrit : 
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On suppose que 0v ≅  et 
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Les conditions limites en vitesse s’écrivent : - contact collant en y = 0    u(0) = 0 
- en y = h(x)      u(h) = V 

La composante horizontale de la vitesse s’écrit alors : ( )
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La contrainte à la paroi s’écrit : 
)x(h
)x(Vx).y,M(T pppp η=τ⇔γη=τ⇔Γ∈=τ &

rrr
 

 
Q.12.4   

On a : dzdsdF px 
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Il apparaît que Cx dépend du gradient de vitesse adimensionnel le long du profil mais aussi du nom-
bre de Reynolds. On en déduit que pour les écoulements à grand nombre de Reynolds, la traînée est 
relativement faible devant la portance.  
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Q.12.5   
L’incidence i est directement liée au rapport des vitesses V et Rω (ou Dω), ce ratio doit rester cons-

tant entre la maquette et l’hélice réelle : 
mm

m

rr

r

D
V

D
V

ω
=

ω
. 

 
Q.12.6  
a) L’égalité des nombres de Reynolds implique : mmrr DVDV = . On en déduit alors que la vitesse 

Vm = 5Vr = 500 km/h et on a alors : min/tr1250025
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m =ω=ω=ω , ce qui paraît bien trop 

rapide pour assurer un écoulement d’air de même caractéristique que l’écoulement réel.  
En effet, pour une telle maquette, le module de la vitesse relative vaut 991 m/s soit environ 3570 
km/h. Le nombre de Mach est alors proche de 2,9 et le type d’écoulement est totalement différent. 
b) Si on se limite à un ratio de 4 (au lieu de 25) pour les vitesses de rotation, alors les caractéristi-
ques de fonctionnement de la maquette sont : ωm = 2000 tr/min ce qui est déjà beaucoup. Par suite, 
on peut déterminer la vitesse par la conservation de l’incidence car il n’y a plus égalité des nombres 

de Reynolds : 
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Q.12.7   
À partir de la relation établie pour la portance, on montre facilement que la résultante F est propor-
tionnelle à : ρD2V2. Le fluide étant identique (même air) le ratio des résultantes sera donc égal à : 
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Le changement d’échelle réalisé est tel que le rendement de l’installation est identique sur la ma-
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On pourrait raisonner de la même manière que pour la résultante, à partir de la traînée, on établirait 
alors que le couple d’entraînement C est proportionnel à : ρD3V2.  

Dans ces conditions, le rapport des couples vaut : 195
V
V

D
D

C
C

2

m

r

3

m

r

m

r =















=  … ce qui donne évi-

demment le même résultat ! 
 
 
 
Section 13 : Détermination du torseur résultant des efforts de l’air sur l’hélice  
 
Q.13.1   
Comme on peut voir ci-contre, la vitesse relative 
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tant de r de l’axe de rotation possède une vitesse de 
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Q.13.2   
Si l’axe du profil est incliné d’un angle θ par rapport au plan des pâles, alors i est donné par la diffé-

rence ϕ−θ=i , ce qui donne 
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On a donc le graphe suivant, qui correspond à ce qu’on peut observer sur les photos : un très fort θ 
dans la zone centrale proche du rotor qui va en diminuant vers l’extrémité de l’aile. 
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Q. 13.3  
a)  
Pour la pâle dirigée suivant la direction Hxr , le calcul du torseur des actions mécaniques de résis-

tance aérodynamiques se fait par { }
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La force élémentaire xdF  est portée par la direction xr  qui varie d’une section à l’autre.  
On projette donc sur les directions Hyr  et Hzr  pour pouvoir intégrer plus facilement : 
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Ce qui donne, pour la résultante : )zKy.K(icV
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Pour le moment on procède de même après avoir effectué le produit vectoriel dans l’intégrale : 
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Ce qui donne : )zIyI(icV
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b) Lorsqu’on somme la résultante et le moment des trois pâles à 120°, les composantes suivant la 
direction Hyr  s’éliminent et les composantes suivant la direction Hzr  s’ajoutent.  
Au final, le torseur global des actions mécaniques de résistance de l’air sur l’hélice s’écrit : 
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Q.13.4   

a) Le torseur des actions mécaniques de portance est { }
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ydF  est porté par la direction yr  et le produit vectoriel du moment est porté par la direction xr− .  
On effectue des calculs analogues à la question précédente pour aboutir à : 
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a
y

port +
ρ

=     )zIyI(icV
2
C

M HyHz
2

a
y

portO +−
ρ

=  

b) En sommant sur les trois pâles, seules les composantes sur la direction Hz subsistent : 
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zIicV
2
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zKicV
2
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ρ
=

ρ
=

=→F  

Au final, la force de traction de l’hélice est égale à la force de portance moins la force de résistance. 
Pour les moments, portance et résistance sont à vaincre par la rotation de l’hélice. 

N11000)KCKC(icV
2

3F zxyy
2

ar =−
ρ

=  et  Nm29850)ICIC(icV
2

3C zxyy
2

ar =+
ρ

=   

Ces deux valeurs numériques vont être de nouveau utilisées pour la troisième partie lors de la mise 
en place du problème et l’indication de la modélisation de l’action de l’air sur l’hélice. 
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Q.13.5   
La base )z,v,u( H

rr  liée au plan des pales bouge par rapport à la base de l’avion )z,y,x( aaa  elle-
même en translation rectiligne de vitesse Va par rapport au référentiel « fixe » qu’est le sol.  
La relation de composition des vitesses permet de prendre en compte le mouvement relatif dû à la 
flexibilité représentée par α et β. 

aa.Av/)v,u(PlanMHHSol/.AvM.Av/)v,u(PlanM)v,u(Plan/.HélMSol/.HélM zVVyrVVVV ++Ω=++= ∈∈∈∈∈

rrrrr
 

Le terme intermédiaire donne la contribution des petits mouvements α et β.  
( ) HHHHAvion/)v,u(Plan.Av/)v,u(PlanM z)tcos(rw)tsin(v)tcos(sinrOMV Ωβ−Ω+Ωβα=∧Ω=∈

&rr
&

rr
 

Soit : ( ) HHHHaaHHSol/.HelM z)tcos(rw)tsin(v)tcos(sinrzVyrV Ωβ−Ω+Ωβα++Ω=∈
&rr

&
r

 
 

Q.13.6  
La partie de la vitesse qui se trouve dans le plan du profil se décompose sur les deux directions Hy  

et Hz  comme indiqué sur le graphe ci-dessous avec : 

- en projection sur la direction Hy  : 
( ) ))tcos(sin)tsin(cos(sinVsinrV.y HHaHSol/.HelMH Ωα+Ωαβ+βα+Ω=∈ &

r
 

- en projection sur la direction Hz  : 

( ))tcos()tsin(cosrcoscosVV.z HHaSol/.HelMH Ωβ−Ωβα+βα=∈
&&

r
 

Si ces angles (et leurs dérivées) sont petits, alors les deux composantes deviennent : 

HyHHaHSol/.HelMH V))tcos()tsin((VrV.y =Ωα+Ωβ+Ω=∈

r
 

( )
HzHHaSol/.HelMH V)tcos()tsin(rVV.z =Ωβ−Ωα+=∈

&&
r

 

Le module V(r) est obtenu par 2
z

2
y HH

VV)r(V += . 
 
Q.13.7   
L’inclinaison de la vitesse dans le plan )z,y( HH  est donnée par un nouvel angle )t,r(ϕ′  qui dépend 
de r (comme ϕ) mais aussi du temps via la rotation ΩHt. La différence ϕ−ϕ′  donne la variation 
d’incidence δi(t) qui dépend du temps : 

( )
))tcos()tsin((Vr

)tcos()tsin(rV)t('tan
HHaH

HHa

Ωα+Ωβ+Ω
Ωβ−Ωα+

=ϕ
&&

 

Et par suite : 
( )

H

a

HHaH

HHa
i r

Varctan
))tcos()tsin((Vr

)tcos()tsin(rVarctan)t(
Ω

−
Ωα+Ωβ+Ω

Ωβ−Ωα+
=δ

&&
 

Q.13.8   
Dès lors qu’un petit déplacement α ou β apparaît, le module V(r) et l’incidence i varient au cours 
du temps. Ces variations sont dues aux termes cosΩΗt et sinΩΗt ; elles génèrent une excitation pé-
riodique qui peut être amplifiée si elle se trouve proche d’une pulsation propre de la structure du 
convertible.  
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Partie 2 : Mécanique des solides déformables 
 
Section 21 : Choix d’un matériau pour aile du convertible en flexion 
 
Q.21.1   

Dans le triangle OAB on a : 064,0

2
hc2

h
a2

hsinsina
2
h

=






 −

==α⇒α=      α = 7,28° 

L’arc BC et la longueur AB valent : 





 α+

π
=

22
hBC     et    

α
=

tan2
hAB  

On en déduit que la longueur curviligne l est égale à m857,0
2tan

1
2
hl =






 α+

π
+

α
=  

 
Q.21.2   
Si on suppose que e << c ou h, on peut calculer l’aire S par l’expression : el2S ≅ .  Sachant que la 

masse maximale est imposée, on en déduit : elL2m ρ≅     2m/kg5,31
lL2
me =≅×ρ . 

 
Q.21.3   
On détermine le centre d’inertie du profil par la relation : 













θθ+α+== ∫∫∫
BCAB

2

ABC

G d
2
hsin

2
hzdztan1

l
1ds)s(z

l
1z  

Après intégration, on obtient : m292,0
sin2
sin1tan1cos

l4
hz 2

4
2

2

G −=








α
α−

α+−α=  

Q.21.4   
Dans le cas où e est petit, le moment quadratique par rapport à l’axe )z,O( r  se calcule par : 

33Gz
33

Gz

BC

2

AB

2
2

ABC

2
Gz

m1010,5
e

I
2

sincos
4sin3

cos
4

ehI

d
2
hcos

2
he2dyy

tan
tan1e2eds)s(y2I

−=⇒






 αα+α

+
π

+
α
α

=⇒

θ





 θ+

α
α+

== ∫∫∫
 

On mène de même le calcul de IOy : 







 αα−α

+
π

+
αα

α−
=⇒

θ





 θ+α+== ∫∫∫

2
sincos

4sincos3
sin1

4
ehI

d
2
hsin

2
he2dzztan1e2eds)s(z2I

3

63

Oy

BC

2

AB

22

ABC

2
Oy

 

Par le théorème de Huygens, on obtient IGy : 2
GGyOy elz2II += , soit, après application numérique :  

3Oy m247,0
e

I
=   soit   3Gy m102,0

e
I

=  … à  comparer à 33Gz m1010,5
e

I −=  

Le moment quadratique IGy  autour de l’axe )y,G( r  est environ 20 fois plus fort que celui autour de 
l’axe )z,G( r  : l’aile sera donc 20 fois plus rigide sous l’effet de la traînée que sous l’effet de la por-
tance et ce résultat est à mettre en regard du ratio entre le coefficient de portance Cy et le coefficient 
de traînée de Cz de ce profil qui conduit à des efforts de portance supérieurs aux efforts de traînée.  
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Q.21.5   
La flèche δ à l’extrémité chargée d’une poutre de longueur L encastrée à l’autre extrémité est un ré-

sultat classique de RdM. On en tire la raideur en flexion : 
Gz

3

EI3
FL

=δ       3
Gz

L
EI3FK =

δ
=  

On en déduit l’expression de e × E : m/N1057,1
I3

KLeEe 9

Gz

3

=×=×  car 33Gz m1010,5
e

I −= . 

 
Q.21.6  
À partir des valeurs de e × ρ  et de e × E , il facile de déterminer le rapport E / ρ nécessaire pour 
avoir une masse de 270 kg et une rigidité minimale de 192 000 N/m.  
Le ratio E / ρ  minimal est de 49,8 106 m2/s2.  
Le tableau ci-dessous récapitule les ratios susceptibles d’être obtenus avec les matériaux proposés 
dans l’énoncé. On constate que seuls les deux composites permettent d’atteindre la valeur souhaitée 
avec la structure proposée dans l’énoncé.  
À partir des valeurs de la masse m et de la masse volumique ρ il est facile de déterminer l’épaisseur 
nécessaire pour chaque matériau, on en déduit le moment quadratique et la raideur K.  
 

Matériaux E / ρ e (m) IGz (m4) K (N/m) 
Acier 26,9 106 0,00403874 2,06 10-5 1,04 105 
Alu 27,0 106 0,01166748 5,95 10-5 1,04 105 
Composite 1 65,4 106 0,02423246 12,36 10-5 2,52 105 
composite 2 86,7 106 0,02100146 10,71 10-5 3,34 105 
Balsa 20,0 106 0,12600877 64,28 10-5 7,71 104 

 

On vérifie bien que les deux composites présentent une rigidité suffisante et on pourrait même envi-
sager d’alléger l’aile en diminuant l’épaisseur de matière. En pratique, on peut atteindre une raideur 
identique avec de l’acier ou un alliage d’aluminium en travaillant sur des renforts allégés à 
l’intérieur de l’aile.  
 
Section 22 : Comportement en flexion de l’aile du convertible en flexion 
 
Q.22.1  
À l’aide du théorème de Castigliano (ou en écrivant les équations pour la déformée), on détermine 
aisément la flèche et la rotation dues à F puis celles dues au moment MA : 

Gz

3

A EI3
FL

F
=δ     et     

Gz

2

F EI2
FL

=θ   
Gz

2
A

A EI2
LM

M
=δ     et     

Gz

A
M EI

LM
=θ  

Par superposition, on obtient la flèche globale et la rotation globale dues aux deux actions F et MA. 

Gz

2
A

Gz

3

A EI2
LM

EI3
FL

+=δ      et  
Gz

A

Gz

2

EI
LM

EI2
FL

+=θ  

 

Q.22.2  Le résultat précédent se met sous forme matricielle : 


























=







θ

δ

A

GzGz

2
Gz

2

Gz

3

A

M
F

.

EI
L

EI2
L

EI2
L

EI3
L

 

Notons que cette matrice est symétrique puisque la poutre est élastique, que nous sommes dans le 
cadre des petites déformations et des petits déplacements et qu’ainsi il existe une énergie potentielle 

élastique : ]q.[C.]q[
2
1U 1T

élastique
−=  où [q] est la colonne des « déplacements » δΑ et θ. 
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Q.22.3  
La flèche δA est le moment du torseur des petits déplacements, on peut donc l’exprimer en un autre 
point C de la poutre, ce qui donne : θ−δ=δ⇒θ∧+δ=δ bCA ACAC  
De même, si on transporte le moment MA (moment du torseur des actions mécaniques appliquées 
en A) au point C, on obtient : bFMMFCAMM ACAC +=⇒∧+=  
On cherche à écrire : FCC δ=δ   et  CMCθ=θ  ce qui se développe en : 

A22121211A2212A1211AC M)bCC(F)bCC()MCFC(bMCFCb −+−=+−+=θ−δ=δ  

On tire : 
22

12

C
Cb =  et par suite 

22

2
12

11 C
CCC −=δ  

La seconde relation se développe en : A2212A MCFC)bFM(C +=+=θ θ  
On tire : 22CC =θ  et on vérifie que : 12CbC =θ   
En remplaçant les Cij par les expressions obtenues à la question Q22.2, on obtient : 

2
Lb =     

GzEI
LC =θ    

Gz

3

EI12
LC =δ  

et les raideurs : rad/Nm1060,1
L

EIK 6Gz ==θ  et m/N1068,7
L

EI12K 5
3
Gz ==δ  

 
Q.22.4   

L’énergie de déformation s’écrit donc : )KK(
2
1U 2

C
2

élastique δ+θ= δθ  

Le système se comporte comme une tige rigide de longueur 2/L  qui tourne autour d’une extrémité 
C rappelée en position horizontale par un ressort spirale de raideur θK .  
Le point C se déplace suivant la direction yr  et il est rappelé en position par un ressort de raideur 

δK . Pour garder la longueur L totale de l’aile, on peut positionner la translation à une distance 2/L  
de C, ce qui ne change rien à l’énergie de déformation mais qui donne une meilleure répartition des 
masses. Pour confirmer ce dernier point une étude de l’énergie cinétique serait nécessaire ; ce qui 
est fait dans la section suivante.   
 
Section 23 : Comportement vibratoire d’une aile du convertible en flexion 
 
Q.23.1   
Comme la poutre est élancée il est légitime de négliger le terme d'inertie en rotation de la section 
devant le terme d'inertie en translation suivant la direction yr . On isole un tronçon de poutre de lon-
gueur dx sollicité en flexion, le PFD donne les deux relations suivantes :  

2

2

t
)t,x(VSdx)x(T)dxx(T

∂
∂

ρ=−+      et  0)dxx(dxT)x(M)dxx(M ff ≈++−+  

Dans le cadre de l'hypothèse de Bernoulli on a : 2

2

Gzf x
)t,x(VEI)x(M

∂
∂

=  

Ce qui conduit à l'équation différentielle du quatrième ordre 0
x

)t,x(V
S

EI
t

)t,x(V
4

4
Gz

2

2

=
∂

∂
ρ

+
∂

∂  

 
Q.23.2   
Avec : )t(*v)x(v)t,x(V = , cette relation devient :  

C
t

)t(*v
)t(*v

1
x

)t,x(v
)x(v

1
S

EI0
x

)t,x(v)t(*v
S

EI
t

)t(*v)x(v 2

2

4

4
Gz

4

4
Gz

2

2

=
∂

∂
−=

∂
∂

ρ
⇒=

∂
∂

ρ
+

∂
∂  
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C doit être une constante pour que la fonction de t soit égale à la fonction de x pour tout x et pour 
tout t. On en déduit : 

0)t(*Cv
t

)t(*v
2

2

=+
∂

∂  et  0)x(vC
x

)t,x(v
S

EI
4

4
Gz =−

∂
∂

ρ
 

De la première relation on déduit que v*(t) est une fonction périodique de pulsation ω telle que 
2C ω= . La deuxième relation devient donc : )x(v

S
EI)x(v )4(Gz2

ρ
=ω . La forme proposée dans 

l'énoncé vérifie la relation précédente pour toutes valeurs de λ telles que 
S

EIGz42

ρ
λ=ω . 

De plus, si la poutre en encastrée en x = 0, les conditions limites en déplacement et rotation don-
nent : v(0) = 0   α + γ = 0      et      v'(0) = 0  β + δ = 0 
 
Q.23.3   
Si l'extrémité non encastrée est libre (pas de masse) on aboutit aux conditions classiques :  

( ) ( )

( ) ( )








=λ+λβ−λ−λα→=
∂

∂
→=

=λ+λβ+λ+λα→=
∂

∂
→=

0)L(ch)Lcos()L(sh)Lsin(0
x

)L(v0)L(T

0)L(sh)Lsin()L(ch)Lcos(0
x

)L(v0)L(M

3

3

2

2

f
 

On doit avoir un déterminant nul pour ne pas tomber sur la solution triviale α = β = 0.  

Ce qui conduit à la relation définissant les valeurs de λk possibles : 
)Lch(

1)Lcos(
λ

−=λ  

Graphiquement ou par itération, on obtient les valeurs suivantes : 

π=λ 597,0L1   π=λ 491,1L2   … 
2

)1k2(L1k
π

+≅λ +  

On en déduit la première pulsation propre en flexion de la poutre : 
( ) s/rad1,54

S
EI

L
597,0 Gz

2

21 =
ρ

π
=ω   soit     ƒ1 = 8,6 Hz   

( ) s/rad339
S

EI
L
491,1 Gz

2

22 =
ρ

π
=ω    soit     ƒ2 = 54,0 Hz   

Avec la masse M à l'extrémité, la condition sur le moment fléchissant ne change pas, mais la condi-
tion sur l'effort tranchant devient : 

Lx
2

2

t
)t,x(VM)L(T

=
∂

∂
=−       

Lx
2

2

Lx
3

3

Gz t
)t,x(VM

x
)t,x(VEI

==
∂

∂
=

∂
∂  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ])L(sh)Lsin()L(ch)Lcos(M)L(ch)Lcos()L(sh)Lsin(EI 23
Gz λ−λβ+λ−λαω−=λ+λβ−λ−λαλ

( ) ( ) ( ) ( )( ) 0)L(sh)Lsin()L(ch)Lcos(
M

ML)L(ch)Lcos()L(sh)Lsin(
poutre

=λ−λβ+λ−λαλ+λ+λβ−λ−λα

Cette dernière équation associée à la condition limite 0)L(Mf =  donne un système dont le déter-
minant doit être nul pour éviter la solution triviale α = β = 0.  

En posant 
M

M
A poutre=  et  Lλ=ξ  le déterminant conduit à 0A

chcos1
cosshchsin

=
ξ

−
ξξ+

ξξ−ξξ , relation 

que l'on peut résoudre graphiquement grâce au graphique de l'annexe.  

Dans le cas présent, le rapport des masses vaut : 38,0
710
270A ≅=  

Ce qui donne pour les deux premières racines : ξ1 = 1,0 et ξ2 = 4,0, d'où on tire la valeur des deux 
premières pulsations propres de flexion : 
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s/rad4,15
S

EI
L
0,1 Gz

2

21 =
ρ

=ω        soit     ƒ1 = 2,45 Hz  

s/rad246
S

EI
L

0,4 Gz
2

22 =
ρ

=ω       soit     ƒ2 = 39,2 Hz 

 
Q.23.4   

L’énergie potentielle élastique vaut : )KK(
2
1U 22

élastique δ+θ= δθ  

L’énergie cinétique pour les trois masses concentrées vaut : 

















θδθ+

θ
+δ+







 θ
δθ+

θ
+δ+δ=Σ cosL

4
LM

2
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16
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2
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2
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22
2

2
222 &&

&
&&&

&
&&  

Si on se limite aux termes d’ordre 2 : 

















δθ+

θ
+δ+







 δθ
+

θ
+δ+δ≈Σ &&

&
&

&&&
&& L

4
LM

2
L

16
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2
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2
1

2
1)0/(T
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2
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Q.23.5   
On extrait la matrice de masse des termes de l’énergie cinétique : 









=

















++

++
=

2212

1211
22 MM

MM

4
ML

32
mL

2
ML

8
mL

2
ML

8
mLMm

M  

Les composantes Mij valent : M11 = 980 kg ;  M12 = 1940 m.kg ;  M22 = 4650 m2.kg 

On extrait la matrice de raideur de l’énergie potentielle : 







=

δ

δ

K0
0K

K  

Avec les valeurs de Kδ et Kθ de la question Q22.3. 
 
Q.23.6   
On obtient les deux pulsations propres de ce système en cherchant les valeurs de ω2 qui annulent le 
déterminant de MK 2ω− , ce qui se développe en 0M)MK)(MK( 2

12
4

22
2

11
2 =ω−ω−ω− θδ . 

On obtient une équation du second degré en ω2 dont les racines sont : 

s/rad8,15
S

EI
L
0,1 Gz

2

21 =
ρ

=ω         soit     ƒ1 = 2,51 Hz  

Soit un écart de 2,4 % par rapport à la solution continue.  
Pour la seconde pulsation la modélisation est moins bonne puisqu’on obtient :   

s/rad8,79
S

EI
L

0,4 Gz
2

22 =
ρ

=ω       soit     ƒ2 = 12,7 Hz 

Soit un écart de 67 % par rapport à la solution continue.  
La modélisation est donc assez fine pour le premier mode mais il ne faut pas espérer obtenir une 
bonne précision pour les modes suivants. 
 
Section 24 : Modélisation du comportement de l’aile en torsion  
 
Q.24.1   
Si chaque section tourne d’un angle ϕ(z) autour de l’axe de la poutre, le déplacement d’un point M 
de la section droite dans le plan de cette section s’obtient par : 
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( ) z).x(yy).x(zz.zy.yx)x(OMx)x(uM
rrrrrr

ϕ+ϕ−=+∧ϕ=∧ϕ=  
de plus l’angle ϕ(x) est proportionnel à l’abscisse et peut donc s’écrire kx où k est l’angle unitaire 
de torsion. À ce déplacement dans le plan s’ajoute le gauchissement u(y,z) qui ne dépend pas de x 
car il est identique pour toute les sections.  
 
Q.24.2   
Avec des contraintes due à la forme proposée et en l’absence de force de volume, les équations 
d’équilibre s’écrivent : 

0
yz

Gk
zy

Gk
22

=
∂∂
φ∂

−
∂∂
φ∂  0

zx
Gk

2

=
∂∂
φ∂   0

zx
Gk

2

=
∂∂
φ∂  

Ces relations sont vérifiées grâce la commutativité des dérivées partielles et parce que φ n’est pas 
une fonction de x. Les conditions limites de bord libre sur le contour de la section droite s'écrivent : 

0n.
rr

=σ    avec      
















z

y

n
n
0

=n
r   0

y
n

z
nGk zy =








∂
φ∂

−
∂
φ∂      0gradn

rr
=φ∧  

Ce qui implique que le vecteur φgrad  doit être colinéaire au vecteur nr  – normal au contour – en 

tout point du contour de la section droite : dans ces conditions φgrad  est normal au contour, ce qui 
implique que la fonction φ est constante le long du contour. Lorsque le contour est constitué d’une 
courbe unique on choisit arbitrairement φ = 0 pour ce contour, ce qui est sans conséquence puisque 
les contraintes sont obtenues par dérivation de φ. Dans le cas où le contour comporte deux courbes 
(c’est le cas ici) la constante ne peut plus être arbitrairement nulle sur les deux contours intérieur et 
extérieur. Dans la suite, on notera φe et φi les valeurs de la fonction de torsion respectivement sur les 
contours Γe et Γi. 
 
Q.24.3   
Les déformations peuvent s’obtenir par les contraintes via les relations de comportement ou par les 
déplacements via la définition du tenseur des petites déformations ε : 
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Ce qui permet de calculer les termes du tenseur des contraintes en utilisant la loi de comportement 

élastique de Lamé, ce qui donne 
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z
uG

00kz
y
uG

kz
z
uGkz

y
uG0

 

Avec ces notations, les équations d'équilibre locales, sans force de volume conduisent à : ∆u = 0. 
 
Par identification des composantes σxy et ξz définies par la fonction de torsion, on peut tirer deux 
relation. En posant )z,y(Gk)z,y(u ξ= , l’identification donne : 
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z
yz

−
∂
ξ∂

=
∂
φ∂       ⇒      1

yz 2

2

2

2

−
∂

ξ∂
=

∂
φ∂   et z

zy
+

∂
ξ∂

=
∂
φ∂

−         ⇒      1
zy 2

2

2

2

−
∂

ξ∂
−=

∂
φ∂  

En sommant les deux équations résultantes, on trouve 2
zy 2

2

2

2

−=
∂

φ∂
+

∂
φ∂  et, comme φ ne dépend pas 

de x, on obtient la condition de compatibilité de la fonction de torsion φ qui s'écrit :  02 =+φ∆  
 

Q.24.4   

Sur la zone I, la fonction s’écrit 
e
1

2
hr)( iee ×






 −φ−φ+φ=φ  où r est compris entre e

2
h

−  et 
2
h . 

Ce qui donne ( )
e

cos
y ie

θ
φ−φ=

∂
φ∂        et    ( )

e
sin

z ie
θ

φ−φ=
∂
φ∂  

Dans ce cas le vecteur contrainte a comme composantes : 

( )

( ) 















θ
φ−φ−

θ
φ−φ

=







σ
σ

=τ

e
cosGk
e

sinGk

ie

ie

xz

xyr     et     
e

)(Gk ie φ−φ
=τ

r  

Le module est donc constant et le vecteur est tangent à la ligne moyenne circulaire de cette zone.  
De manière plus générale, le vecteur contrainte peut s’écrire : ( )xgradGk rr

∧φ=τ  
Si φ varie linéairement suivant la normale au contour alors : 

1. φgrad  est un vecteur constant en module 

2. xgrad r
∧φ  est orienté suivant la tangente au contour 

Le module obtenu dans la zone I est donc aussi valable dans les zones II et III.  
 
Q.24.5  
Compte tenu de la géométrie du profil le bras de levier du vecteur contrainte moyen est égal à 2/h . 
On en déduit que le moment élémentaire vaut 2/hτ  que l’on intègre sur l’épaisseur e et sur la lon-
gueur 2l du contour : τ= hleMt . 
 
Q.24.6   
Si on analyse comment se déforme un tronçon élémentaire de poutre, on peut écrire : dxrd γ=θ . 
Or d’après la loi de Hooke en cisaillement, le cisaillement τ est lié à la distorsion γ par γ=τ G . 
De plus, dθ / dx est la rotation unitaire de torsion notée k depuis le début du problème. On compose 
ces relations pour obtenir la relation proposée Gkr=τ . 
Bien sûr, il y a contradiction entre le terme de droite dont on a montré qu’il est constant le long de 
la ligne moyenne du profil alors que r varie (dans les zones II et III au moins).  
C’est pourquoi on cherche à moyenner cette relation sur le contour. 
 
Q.24.7   

On intègre la relation de la question précédente sur la ligne moyenne du profil : ∫ ∫=τ rdsGkds , ce 

qui donne : iGkSl2 =τ  où 2l est la longueur curviligne de la ligne moyenne et Si la surface délimi-
tée par le contour extérieur de la section (c'est-à-dire la surface de la section droit plus la surface in-
térieure). Compte tenu de la relation entre τ et le moment de torsion Mt, on peut déduire : 

2
heSGkM i

t =    avec :   ( ) 







α

+π+α=
sin8
h2/

8
h2S

22

i  
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On tire donc l’expression de J par identification : 45
3

m1070,1
sin

1
28

ehJ −=







α
+

π
+α=  ou bien, 

pour le produit : rad/Nm1080,5GJ 26= . 

L’angle unitaire vaut : 
L

k ϕ
=  : on en déduit la rigidité Kϕ : rad/Nm1016,1

L
GJK 6==ϕ . 

 
Q.24.8   

La fréquence propre de torsion vaut : s/rad9,43
J

K
==ω ϕ  soit f = 7 Hz 

 
 

 

Partie 3 : Mécanique des solides rigides  
 
Q31.1 Matrice d’inertie du rotor tripales 
a) Les plans )z,y,B( 5151

rr  et )x,z,B( 5151
rr  sont des plans de symétrie matérielle pour le rotor : en 

conséquence la matrice d’inertie en B dans la base )z,y,x(b 51515151
rrr  est diagonale. 

b) Calcul de A5  

On a ∫∫∫∫ +=+++++=
)51(

22

)53(

22

)52(

22

)51(

22
5 dm)zy(3dm).zy(dm)zy(dm)zy(A   

 Ce qui donne ]d)dR(R3[m]R)dR[(
d
m

3
y

d
m3dmy3A 233

dR

R

3dR

R

2
5 ++=−+=








==

++

∫  

 Soit ]d)dR(R3[mA 2
5 ++=  

Calcul de B5 

On a ∫∫∫∫ =+++++=
)52(

2

)53(

22

)52(

22

)51(

22
5 dmz2dm)zx(dm)zx(dm)zx(B  

 Ce qui donne ]d)dR(R3[
2
m

3
r

d
m

2
3dmr

4
32B 2

dR

R

3dR

R

2
5 ++=








==

++

∫  

 Soit 
2

A]d)dR(R3[
2
mB 52

5 =++=  

Calcul de C5 

On a ∫∫∫∫∫ +=+++++=
)52(

2

)51(

2

)53(

22

)52(

22

)51(

22
5 dmy2dmydm)yx(dm)yx(dm)yx(C  

 Ce qui donne [ ]335

dR

R

3
5

dR

R

25
5 R)dR(

d.6
m

3
A

3
r

d
m

2
1

3
Admr

4
d2

3
AC −++=








+=+=

++

∫  

 Soit 
2

A]d)dR(R3[
2
mC 52

5 =++=  

On aura donc 

)z,y,x(b5

5

5

B

51515151
C00
0C0
00C.2

)5(I
rrr
















=  avec : ]d)dR(R3[

2
mC 2

5 ++= . 
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c)  L’écriture de  )5(IB  est identique dans b51 et dans b4 par analyse de la forme de la matrice 
d’inertie, ce qu’on peut vérifier par le calcul ci-dessous : 

)z,y,x(b5

5

5

451B

b5

5

5

514

B

444451
C00
0C0
00C.2

)bb(P

cossin0
sincos0
001

)5(I

C00
0C0
00C.2

)bb(P

cossin0
sincos0

001
)5(I

rrr
444 3444 21444 3444 21444 3444 21
















=

→

















αα
α−α•
















•

→

















αα−
αα=  

On aura ensuite 

444 3444 21444 3444 21444 3444 21
)bb(P

cos0sin
010

sin0cos

)5(I

C00
0C0
00C.2

)bb(P

cos0sin
010

sin0cos
)5(I

34B

b5

5

5

43

B

4

→

















ξξ

ξ−ξ
•
















•

→

















ξξ−

ξξ
=  

Ce qui donne, tous calculs faits : 

)z,y,x(b

2
55

5

5
2

5

B

3333
)sin1(C0cossinC

0C0
cossinC0)cos1(C

)5(I

rrr
















ξ+ξξ−

ξξ−ξ+
=  

 
Q31.2  
a) 

43421 r
&

r

321
r&

r

321 r
&

r

321
r&

r

43421 r
&

rr

0

0

1234

0

x
)R/1(

y

)1/2(
z

)2/3(

y

)3/4(
x

)4/5()R/5(
ψ

Ω+

θ

Ω+

ϕ

Ω+

ξ

Ω+

α

Ω=Ω   

3b

sinsin
sincoscos

coscossincos
)R/5( 0

















θψ+ϕ+ξα−
ϕθψ−ϕθ+ξ

ϕθψ+ϕθ+ξα
Ω

&&&

&&&

&&&

a
r

→ 








θψ+ϕ+ξω−=ω

ϕθψ−ϕθ+ξ=ω

ω≅ϕθψ+ϕθ+ξω=ω

sinsin

sincoscos

cos.cossincos

Hz

y

HHx

&&

&&&

&&

  

car Hω=α&  très grande devant les autres 

b)  On a { }
B00

3z3y3x

B0

0
0 )R/5(BA)R/5,A(V

zyx
)R/5,B(V

)R/5(
)R/5(









Ω∧+
ω+ω+ω

=






 Ω

= rr

rrr

r

r

V  

Avec )R/1,A(V

0

)1/2,A(V

0

)2/3,A(V

0

)3/4,A(V

0

)4/5,A(V)R/5,A(V 00

r

43421 r

r

43421 r

r

43421 r

r

43421 r

rr
++++=  

On a donc  ▪ 

3b

1000

cosL
sinsinL
cossinL

zL)R/1(AO)R/1,O(V)R/1,A(V
















θψ
ϕθψ
ϕθψ−

ψ=Ω∧+=
&

&

&

a
r
&

rrr
 

   ▪ 

333 by

zx

y

bz

y

x

b

0

cosa
cosasina

sina

sina
0

cosa
)R/5(BA

















ξω
ξω−ξω−

ξω
=

















ω
ω
ω

∧
















ξ−

ξ
Ω∧ a
r

 

On en déduit donc que { }
)z,y,x(b,By

zx

y

z

y

x

0

3333
cosacosL

cosasinasinsinL
sinacossinL

)R/5(
rrr&

&

&

















ξω+θψ
ξω−ξω−ϕθψ

ξω+ϕθψ−

ω
ω
ω

=V  

Notons que l’écriture de la vitesse dans b3 n’était pas demandée et qu’il était non seulement possi-
ble mais conseillé de laisser l’écriture de la vitesse dans la base b1, ce qui est plus simple. 
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Q31.3 Énergie cinétique galiléenne de l’ensemble Σ 
L’énergie cinétique galiléenne de l’ensemble (Σ) est : 

)R/mot(T)R/5(T
0

)R/4(T
0

)R/3(T
0

)R/2(T
0

)R/1(T)R/(T 0000000 +++++=Σ
43421434214342143421

 

car (1), (2), (3) et (4) sont supposées de masses négligeables d’après les données du texte. 
 
Énergie cinétique galiléenne du rotor tripales 

{ } { } )R/5,B(Vm3)R/5()R/5()R/5()R/5()R/5(T2 0
2

00B000

rrr
+Ωσ=⊗= VC  car G5 = B  

▪ Calcul de )R/5()R/5( 00B Ωσ
rr     

Comme G5 = B, on a )R/5()5(I)R/5( 0B0B Ω=σ
rr .  

Avec 

3bz

y

x

0 )R/5(
















ω
ω
ω

Ω a
r

et 

3b

2
55

5

5
2

5

G

)sin1(C0cossinC
0C0

cossinC0)cos1(C
)5(I

















ξ+ξξ−

ξξ−ξ+
=  obtenus dans les 

questions précédentes, on a ])sin(cos[C)R/5()R/5( 2
zx

2
z

2
y

2
x500B ξω−ξω+ω+ω+ω=Ωσ

rr  

▪ Calcul de )R/5,B(Vm3 0
2

r
 

Le calcul donne ]XLa2])cos(sin[aL[m3)R/5,B(Vm3 2
zx

2
y

222
0

2 ψ−ξω+ξω+ω+ψ= &&
r

 
 avec yzxy coscos]cos[sinsinsinsincossinX ξωθ−ξω+ξωϕθ+ξωϕθ=   

On en déduit alors que  

[ ]XLa2])cos(sin[aL.m.3

])sin(cos[C)R/5(T2
2

zx
2

y
222

2
zx

2
z

2
y

2
x50

ψ−ξω+ξω+ω+ψ+

ξω−ξω+ω+ω+ω=

&&
 

Énergie cinétique galiléenne du moteur d’entraînement assimilé à un point matériel en A 
22

0
2

0 ML)R/A(VM)R/mot(T2 ψ== &
r

 
Énergie cinétique galiléenne globale 

[ ]XLa2])cos(sin[am3

L)m.3M(])sin(cos[C)R/(T.2
2

zx
2

y
2

222
zx

2
z

2
y

2
x50

ψ−ξω+ξω+ω+

ψ++ξω−ξω+ω+ω+ω=Σ

&

&
 

 
Q31.4  
On a les coefficients énergétiques suivants : 

]sinsincoscos[cosC]cos.sincossin[cosLFQ airair θξ−ϕθξ+θξ+ϕθξ−=ψ  
ϕξ=θ sincosCQ air   ξ−=ϕ sinCQ air  0Q =ξ   airm CCQ +=α  

 
Q31.5  

Pour les énergies potentielles élastiques, on a : ]kkkk[
2
1E 2222

p ξ+ϕ+θ+ψ= ξϕθψ  

Pour les pseudo potentiels de dissipations, on a : ][
2
1E 2222

d ξλ+ϕλ+θλ+ψλ= ξϕθψ
&&&&  

 
Q31.6  

Pour chaque paramètre qi du problème, on a : 
ii q

i

d

i

p

i

0

i

0
q Q

q
E

q
E

q
)R/(T

q
)R/(T

dt
dL =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
Σ∂

−







∂
Σ∂

→
&&

. 

Soit : 
iiii qiqiq

i

0

i

0
q Qqqk

q
)R/(T

q
)R/(T

dt
dL =λ++

∂
Σ∂

−







∂
Σ∂

→ &
&
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Q31.7 Utilisation de l’hypothèse de REED, simplification et linéarisation des équations pré-
cédentes 
En utilisant l’hypothèse de REED, on trouve : θψ+ω=ω cosHx & ¸ θ=ω &

y  et θψ=ω sinz & . 

]cosL2)sin(a[ma3L)m3M(

]cos4)cos1(2[C)R/(T.2
22222

H
2222

H50

θθψ+θψ+θ+ψ++

θψω+θ+θ+ψ+ω=Σ
&&&&&

&&&
 

Remarque : on aurait pu encore simplifier cette expression en notant que Hx ω≅ω . 
 
Équation associée au paramètre ψ 

[ ]
θ+θ−=

ψλ+ψ+−θθ+ψθ+θω+ψθ++ψ+ ψψ

cosCsinLF

k0)cosLsina(ma3cosC2)cos1(CL)Mm3(
dt
d

airair

2
H5

2
5

2 &&&&&
 

Ce qui donne après développement et linéarisation : 
airair5

2 CL.FkmaL3C2L)Mm3( +θ−=ψλ+ψ+θ+ψ+ψ+ ψψ &&&&&&&  
On aurait pu aussi obtenir cette équation par l’application du théorème du moment dynamique en O 
appliqué à l’ensemble (Σ) et en projection sur la direction 0xr . 
 
Équation associée au paramètre θ 

[ ]
0k

)]Lcosa(sinma3sin.C2cossinC[)cos.La(ma3C
dt
d

H5
2

55

=θλ+θ+

θ−ψθθψ+θψω−ψθθ−−θψ+θ+θ

θθ
&

&&&&&&&&
 

Ce qui donne après développement et linéarisation : 
0k)La(ma3C5 =ψλ+ψ+ψ+θ+θ ψψ &&&&&&&  

On aurait pu aussi obtenir cette équation correspondant au paramètre θ est aussi obtenue par 
l’application du théorème du moment dynamique en O appliqué à l’ensemble {(Σ) – (1)} et en pro-
jection sur la direction 1yr  

 
Mise en équation sous forme matricielle 









=








θ
ψ









+








θ
ψ









λ

λ
+








θ
ψ










+
++

θ

ψ

θ

ψ

0
C

.
k0

LFk
.

0
0

.
ma3CmaL3

maL3L)Mm3(C2 airair
2

5

2
5

&

&

&&

&&
 










+
++

= 2
5

2
5

ma3CmaL3
maL3L)Mm3(C2

M      







λ

λ
=

θ

ψ

0
0

C    







=

θ

ψ

k0
LFk

K air   







=

0
C

F air  

 
Q31.8  
L’équation précédente s’écrit F.MX.K.MX.C.MX 111 −−− =++ &&&  : le système sera stable si les valeurs 

propres λ1 et λ2 de la matrice K.M 1−  sont positives, soient sous la forme 2
i0i ω=λ . 

Les valeurs propres λ1 et λ2 peuvent être déterminées par la résolution de ( ) 0M.Kdet =λ− . 

Les valeurs numériques fournies donnent 2
5 m.kg218C ≅  soit  









≅

245225
22518311

M    et  







=

θ

ψ

k0
55000k

K  

0
245k225

2255500018311k
=

λ−λ−
λ−λ−

θ

ψ  donne 0123750004435570k18311k245kk 2 =λ+λ+λ−λ− θψθψ  
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L’équation précédente s’écrit aussi 02 =γ+βλ+αλ  avec 








=γ

−−=β
=α

θψ

ψθ

kk
k245k1831112375000

4435570
.  

Cette équation du 2e degré doit avoir des racines positives, donnant les conditions de stabilité. 
 
Condition 1   
Le discriminant de ce polynôme doit être positif : 042 >αγ−β=∆  (racines réelles).  
On obtient par cette condition une équation de la forme 0fekdkk.ckbkak 22 =+++++ θψθψθψ  

où : 60025245a 2 ==  4606375.10123750002452d −=××−=  
 33529272118311b 2 ==  4045319725.112375000183112e −=××−=  
 876989044355704245183112c −=×−××=  62 10153140625.12375000f ==   
Cette forme d’équation est caractéristique d’une conique (parabole, hyperbole ou ellipse) dont la 
courbe dans le cadran du plan (kψ, kθ) tel que kψ > 0 et kθ > 0 va donner la limite des solutions. 
 
 
Méthode 1  
Cette méthode permet de tracer la courbe rapidement avec une simple calculatrice programmable. 

L’équation précédente est du 2e degré en kθ : 0CBkAk 2 =++ θθ  avec 










++=

+=
=

ψψ

ψ

2akdkfC

keB
bA

 

Les solutions sont 
A2

AC4BBk
2 −±−

=θ , définies pour AC4B2 > , soit ]105,4;0[k 6∈ψ . 

Il reste donc à tracer les deux courbes )k(k ψθ  pour ]105,4;0[k 6∈ψ . 
On obtient alors la courbe globale suivante, qui se révèle être une ellipse plate et quasi horizontale. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cette ellipse tangente de plus  au niveau des axes d’abscisse (point I) et ordonnée (point J). 
L’intérieur de l’ellipse correspond aux points vérifiant la condition de stabilité 
 
Méthode 2  
Cette méthode implique de connaître le cours sur les coniques, ce qui n’est pas attendu. 
Pour tracer cette conique, il s’agit de trouver l’équation réduite : on effectue classiquement un 
changement de variable correspondant à une rotation du repère d’un angle δ afin de ne plus faire 
apparaître le produit entre les deux variables kψ et kθ et donc trouver une équation normalisée. 
On aura donc le changement de variables ysinxcosk δ−δ=ψ  et ycosxsink δ+δ=θ . 

On obtient alors une équation de la forme 0Fy.Ex.Dy.x.Cy.Bx.A 22 =+++++  où : 
δδ+δ+δ= cos.sincsinbcosaA 22     δδ−δ+δ= cossinccosbsinaB 22  

kψ 

kθ 

0 4,5.106 

Zone telle que ∆ > 0 (condition nécessaire) 
60.103 

I 

J 

1ère courbe

2e courbe 
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)sin(cosccossinb2cossina2C 22 δ−δ+δδ+δδ−=  δ+δ= sinecosdD     
δ+δ−= cosesindE       fF =  

Pour que 0C = , il faut ).2cos(c).2sin()ba( δ=δ− , soit °≅







−
×=δ 75,0

ba
carctan

2
1 . 

L’équation devient alors 0FEyDxByAx 22 =++++ .  
Comme A et B sont non nuls, il est alors possible d’écrire cette équation sous la forme : 

0
B4

E
A4

DF
B2
EyB

A2
DxA

2222

=−−+





 ++






 + . 

Comme 0
A4

E
A4

DF
22

<−− , on peut alors écrire l’équation 1
L

)yx(
L

)xx(
2

2

2

2
1

2

=
−

+
− ΩΩ  

avec : →  610.24,2
A2
Dx ≅−=Ω  et 5,675

B2
Ey ≅−=Ω  les coordonnées du centre Ω de l’ellipse 

dans le repère (x, y) 

→  6
22

1 10.24,2
E4

E
A4

DF
A
1L ≅








−−×−=  et 6325

E4
E

A4
DF

B
1L

22

2 ≅







−−×−=  

les caractéristiques de l’ellipse dans le repère (x, y) 
On aura donc : 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Avec : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Condition 2   

La racine 0
21 >
α

∆−β−
=λ  : comme  0>α , cela revient à résoudre 0<∆+β . 

Comme 0>∆ , il faut que : 
→  condition (2.a) :  0<β   

 soit 0k245k1831112375000 <−− ψθ , d’où 
18311

k24512375000
k ψ

θ

−
> . 

→  condition (2.b) :  ∆>β   

x 

y 

0 
kψ 

kθ 
Zone telle que ∆ > 0 

(condition nécessaire) 

y 

x 
Ω 

2L1 

2L2
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comme β<αγ−β=∆ 42  (car 0kk4435570 >=αγ θψ  pour les points considérés), cette 
condition est immédiatement vérifiée 

 
On en déduit la zone de stabilité considérée pour cette condition 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Condition 3   

La racine 0
22 >
α

∆+β−
=λ  : comme  0>α , cela revient à résoudre ∆<β . 

Pour tous les points de la zone de stabilité précédente, 0<β  et donc cette condition est vérifiée. 
 
Au final, l’ensemble des points correspondant à la zone de stabilité sera 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
La raideur en flexion (angle ψ) doit être supérieure à la raideur en torsion (angle θ) pour avoir une 
chance d’être stable, ce qui paraît normal.  
Quand les raideurs sont insuffisantes (zone 1), il y a instabilité, ce qui correspond à ce qui est atten-
du. De même, quand une des raideurs est insuffisantes (zones 2 et 3), on se trouve dans ce cas. 
L’instabilité dans la zone de raideur très importante (au-delà de l’ellipse) ne veut pas dire grand-
chose et correspond à une des limites du modèle simplifié adopté. 
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