
  

ETUDE DU COMPORTEMENT ROUTIER D’UN 
POIDS LOURD TRACTANT UNE CITERNE 

Eléments de corrigé 

 Modélisation 2D 

A Etude du comportement dynamique du fluide dans la citerne 

A.I.1 Simplifier l’équation de Bernoulli, en considérant un écoulement plan (O, y , z ) ayant de 

faibles vitesses d’écoulement. 

)t(fpyg
t

=
ρ

++
∂
Φ∂

 

A.I.2 En exprimant de deux manières différentes la vitesse d’une particule de la surface, écrire  la 

relation qui lie δ à Φ. 

Sur la surface )t,z(ys δ= , la vitesse d’une particule est définie d’une part par : 

t
)t,z()t,z,y(v ss ∂

δ∂
=  

et d’autre part par :  

Φ= gradV  d’où 
syy

s y
v

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
Φ∂

=  

ce qui implique : 

ty ∂
δ∂

=
∂
Φ∂

 

Implicitement pour ce qui suit y correspond à la valeur y de surface. 

A.I.3 En utilisant l’équation de Bernoulli au niveau de la surface libre, ainsi que l’équation 

précédente écrire une relation qui lie Φ, t, g et y. 
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On dérive l’équation de Bernoulli par rapport au temps et on remplace 
t∂
δ∂ par 

y∂
Φ∂ on trouve : 

0
y

g
t2

2
=

∂
Φ∂

+
∂

Φ∂
 

ps étant constant sur la surface. 

A.I.4 On cherche une solution de cette équation sous la forme : )t(G)z()y()t,z,y( ζψ=Φ  où les 

fonctions ψ et ζ ne dépendent respectivement que de y et de z. Traduire l’équation 

d’incompressibilité par une équation différentielle en ψ et une équation différentielle en ζ. 

02 =Φ∇       0
zyx 2

2

2

2

2

2
=

∂

Φ∂
+

∂

Φ∂
+

∂

Φ∂  

0
z

)t(G)t(G
y 2

2

2

2
=

∂

ζ∂
ψ+ζ

∂

ψ∂  ceci est vrai quel que soit t. 

0
z

1
y

1
2

2

2

2
=

∂

ζ∂
ζ

+
∂

ψ∂
ψ

 à condition que 0et0 ≠ζ≠ψ  

Pour que cette équation soit vérifiées, ζψ et  étant des fonctions de variables indépendantes les 

termes 2

2

y
1

∂

ψ∂
ψ

 et 2

2

z
1

∂
ζ∂

ζ
 doivent être des constantes d’où : 

2
2

2

y
1

λ=
∂

ψ∂
ψ

 et 2
2

2

z
1

λ−=
∂

ζ∂
ζ

 ou 2
2

2

y
1

λ−=
∂

ψ∂
ψ

 et 2
2

2

z
1

λ=
∂

ζ∂
ζ

 

A.I.5 Donner les ensembles de solutions possibles de ces deux équations différentielles. 

yy BeeA)y( λ−λ +=ψ  et zcosDzsinC)z( λ+λ=ζ  ou ycosDysinC)y( λ+λ=ψ et zz BeeA)z( λ−λ +=ζ  

A.I.6 On pose yy BeeA)y( λ−λ +=ψ  et zcosDzsinC)z( λ+λ=ζ  où A, B, C, D et λ sont des 

constantes. A partir des conditions aux limites sur les parois du réservoir déterminer 

l’ensemble des solutions de )z(.)y( ζψ  en fonction de 2 constantes seulement. 

Conditions aux limites sur les parois verticales  0
y

=
∂
φ∂  pour y=+ ar ou – ar , d’où : 

0)asinDacosC)(BeeA( rr
yy =λλ±λλ+ λ−λ  

1er cas C = 0 avec 
ra

nπ
=λ  quelque soit D 
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2ème cas D = 0 avec 
ra2

)1n2( π−
=λ  quelque soit C 

Conditions aux limites sur le fond : 0
z

=
∂
φ∂  pour z=-hr 

0)zcosDzsinC)(BeeA( rr hh =λ+λλ−λ λλ−    

rh2BeA λ=  

On a deux fonctions possibles : 

zcos)ee(DB y)h2y(
1

r λ+=φ λ−+λ   (antisymétrique) avec 
ra

nπ
=λ  

et zsin)ee(CB y)h2y(
2

r λ+=φ λ−+λ  (symétrique) avec 
ra2

)1n2( π−
=λ  

A.I.7  Pour déterminer le mouvement de la surface dans le cas qui nous intéresse, on pose 

tcos)t(G ω= . En reprenant l’équation obtenue à la question  A.I.3, déterminer les valeurs de 

ω pour le premier mode propre antisymétrique (en cosinus). 

tcoszcos)ee(DB)t,z,y( y)h2y( r ωλ+=Φ λ−+λ  que l’on remplace dans 0
y

g
t2

2
=

∂
Φ∂

+
∂

Φ∂   

0tcos)zsin)ee(DB(gtcos)zsin)ee(DB( y)h2y(y)h2y(2 rr =ωλ−λ+ωλ+ω− λ−+λλ−+λ  

rr

rr

hh3

hh3
2

ee
eeg

λ−λ

λ−λ

+

−
λ=ω  avec 

a2
π

=λ  

A.I.8 En déduire l’équation de la surface pour ce premier mode. 

On a 
yt ∂
Φ∂

=
∂
δ∂  soit : 

tsinzsin)ee(DB

tcoszsin)ee(DB
t

rr

rr

hh3

hh3

ωλ−
ω
λ

=δ

ωλ−λ=
∂
δ∂

λ−λ

λ−λ

  

avec 
a

nπ
=λ  

Les 2 constantes dépendent des positions et vitesses initiales de la surface du fluide. Si ces 

valeurs restent petites, conformément aux hypothèses, on pourra dans un premier temps assimiler 

l’équation de la ‘’surface’’ du fluide à une droite.  
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B Etude dynamique du renversement : Analogie mécanique, modélisation 

du déplacement du fluide par un modèle de pendule rigide 

B.I.1 Ecrire la relation qui traduit le contact en A en liant le paramètre z3 à 3ψ  et 4ψ . 

0z.A*O 33 =  

43333 ybzzBAB*OA*O −=+=  

0z).ybzz( 3433 =−  

)sin(b))(
2

cos(b))z,z()z,ycos((b)z,ycos(b 4343344434 ψ−ψ−=ψ−ψ+
π

−=+=  

0)sin(bz 343 =ψ−ψ−  

B.I.2 Exprimer en O2 le torseur des actions des pneumatiques sur l’essieu en fonction des 

données, de 2y , 2ψ , et de leurs dérivées. On rappelle que 2ψ  peut être considéré comme 

petit. 

{ }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

→

→
→

)O(M

R
:

221

21
21F   

0
dd

p00rddp0
gg

p00rggp21d21g21 y
dt

)P'P(dcy)yP'P(ky
dt

)P'P(d
cy)yP'P(kFFR −−−−−−=+= →→→  

2
v

2dd2
v

2gg 2
eyP'P

2
eyP'P ψ+=ψ−=  

2
v

2
dd

2
v

2
gg

2
ey

dt
)P'P(d

2
ey

dt
)P'P(d

ψ+=ψ−=  

02
v

2p00r2
v

2p02
v

2p00r2
v

2p21 y)
2

ey(cy)y
2

ey(ky)
2

ey(cy)y
2

ey(kR ψ+−−ψ+−ψ−−−ψ−−=→  

02p0r2p21 y)yc)yy(k(2R +−−=→  

02

2
v

p02

2
v

p221 x)
2

ecx
2

ek()O(M ψ+ψ−=→  

B.I.3 Ecrire les conditions concernant les actions mécaniques, donnant les limites de décollement 

des roues. 

0)
2

ey(c)y
2

ey(k 2
v

2p0r2
v

2p <ψ−−−ψ−−  ou 0)
2

ey(c)y
2

ey(k 2
v

2p0r2
v

2p <ψ+−−ψ+−  
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B.I.4 Définir une stratégie afin d’obtenir le nombre minimum d’équations de la dynamique. 

Résolution par l’utilisation des théorèmes généraux : 

)z,O( 1,01

)donné(z)z.OO( .1.110 =

)x,O( 03

)y,O( 22

22 ,y ψ

3ψ )y,B( 3

43 ,z ψ

)z,A( 3

  

Inconnues Equations 

Cinématique 

2y , 3z , 2ψ , 3ψ , 4ψ  5 Contact en entre 4 et 3 au point A  1 

Dynamique 

Z34 1 1 équation de moment dynamique appliqué à 4 suivant )x,B( 0  1 

  1 équation de résultante dynamique appliquée à 4 suivant 3z  1 

  1 équation de moment dynamique appliquée à 4+3 suivant )x,O( 03  1 

  1 équation de résultante dynamique appliquée à 4+3+2 suivant 0y  1 

  1 équation de moment dynamique appliquée à 4+3+2 suivant )x,O( 02  1 

 6  6 

 

Résolution par l’utilisation des équations de Lagrange avec multiplicateurs : 

Inconnues Equations 

Cinématique 

2y , 3z , 2ψ , 3ψ , 4ψ  5 Contact en entre 4 et 3 au point A  (déjà écrite BI1) 1 

Dynamique 

λ 1 1 équation de Lagrange en 2y  1 

  1 équation de Lagrange en 3z   1 

  1 équation de Lagrange en 2ψ  1 

  1 équation de Lagrange en 3ψ  1 

  1 équation de Lagrange en 4ψ  1 

 6  6 

 

Résolution par l’utilisation des équations de Lagrange après réduction au nombre minimum de 
paramètres : 
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Inconnues Equations 

Cinématique 

2y , 3z , 2ψ , 3ψ , 4ψ  5 Contact en entre 4 et 3 au point A  1 

Dynamique 

  1 équation de Lagrange en 2y  1 

  1 équation de Lagrange en 2ψ  1 

  1 équation de Lagrange en 3ψ  1 

  1 équation de Lagrange en 4ψ  1 

 5  5 

 

B.I.5 Ecrire ces équations. 

 Premier mode de résolution : théorèmes généraux 

- Equation de moment appliqué à 4 suivant )x,B( 0  

avec : 

tcosEz

tsinEz
tcosEz

2
1

1

1

ΩΩ−=

ΩΩ−=

Ω=

 

0443434 x.)0/4,B(sincgm)(cosbZ δ=ψ−ψ−ψ  

)0/4,C(mBC)0,4,B( 4 Γ∧=δ  

)BCB*O*OOOOOOOO(
dt
d)0/4,C( 3333221102

2
+++++=Γ  

)yczzyhyyzz(
dt
d)0/4,C( 433302012

2
−+++=Γ  

)zcyzzzzhyyzz(
dt
d)0/4,C( 4433333330201 ψ−ψ−+ψ++=Γ  

4
2

444

33333
2

333
2

3330201

yczc

y)z2zh(z)zzh(yyzz)0/4,C(

ψ+ψ−

ψ+ψ+ψ−ψ−+ψ++=Γ
 

)0/4,C(myc)0/4,B( 44 Γ∧−=δ  

)c)sin()z2zh(

)cos()zzh(sinycosz(cmx.)0/4,B(

4433333
2

3

433
2

333424140

ψ−ψ−ψψ+ψ+ψ−

ψ−ψψ−+ψ+ψ−ψ−=δ
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)sin()z2zh()cos()zzh(

csinycosz(cmsincgm)(cosbZ

433333
2

3433
2

333

4424144F43434

ψ−ψψ+ψ+ψ−ψ−ψψ−+ψ+

ψ−ψ−ψ−=ψ−ψ−ψ
 

343
2

443432313
2

333

43
2

443432313333
2

3

)sin(c)cos(csinycosz)zzh(
)cos(c)sin(ccosysinz)z2zh(

0
)0/4,C(

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψ+ψ−+ψ
ψ−ψψ+ψ−ψψ+ψ+ψ+ψ+ψ+ψ−=Γ  

- Equation de résultante appliquée à 4 suivant 3z  

343434 z.)0/4,C(msingmZ Γ=ψ+  

))sin(c)cos(c

)zzh(sinycosz(msingmZ

34
2

4344

3
2

333323143434

ψ−ψψ+ψ−ψψ−

ψ−+ψ+ψ−ψ=ψ+
 

- Equation de moment appliquée à 4+3 suivant )x,O( 03  

)0/4,C(mBO)0/4,B()0/4,O( 433 Γ∧+δ=δ  

)0/4,C(m)zzyh()0/4,C(mBO 433343 Γ∧+=Γ∧  

)yczc

y)z2zh(z)zzh(yyzz(m)zzyh(

)0/4,C(mBO

4
2

444

33333
2

333
2

33302014333

43

ψ+ψ−

ψ+ψ+ψ−ψ−+ψ++∧+

=Γ∧

 

043
2

443432313333
2

33

43
2

443432313
2

3334

43

x)))cos(c)sin(ccosysinz)z2zh((z

))sin(c)cos(csinycosz)zzh((h(m

)0/4,C(mBO

ψ−ψψ+ψ−ψψ+ψ+ψ+ψ+ψ+ψ−−

ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψ+ψ−+ψ

=Γ∧

 

)))cos(c)sin(ccosysinz)z2zh((z

))sin(c)cos(csinycosz)zzh((h(m

)c)sin()z2zh(

)cos()zzh(sinycosz(cm

x.)0/4,O(

43
2

443432313333
2

33

43
2

443432313
2

3334

4433333
2

3

433
2

33342414

03

ψ−ψψ+ψ−ψψ+ψ+ψ+ψ+ψ+ψ−−

ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψ+ψ−+ψ+

ψ−ψ−ψψ+ψ+ψ−

ψ−ψψ−+ψ+ψ−ψ−

=δ

 

)0/3,G(myyxI)0/3,O( 3333G03x33 Γ∧+ψ=δ  

33G
2

333G302013 yyzyyyzz)0/3,G( ψ−ψ++=Γ  

)yyzyyyzz(myyxI)0/3,O( 33G
2

333G30201333G03x33 ψ−ψ++∧+ψ=δ  

)ysinycosz(myIx.)0/3,O( 3G3323133G3x303 ψ+ψ−ψ+ψ=δ  
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)))cos(c)sin(ccosysinz)z2zh((z

))sin(c)cos(csinycosz)zzh((h(m

)c)sin()z2zh(

)cos()zzh(sinycosz(cm

)ysinycosz(myI
)(C)(ksingym)coszsincsinh(gm

43
2

443432313333
2

33

43
2

443432313
2

3334

4433333
2

3

433
2

33342414

3G3323133G3x3

23s23s33G333434

ψ−ψψ+ψ−ψψ+ψ+ψ+ψ+ψ+ψ−−

ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψ+ψ−+ψ+

ψ−ψ−ψψ+ψ+ψ−

ψ−ψψ−+ψ+ψ−ψ−

ψ+ψ−ψ+ψ=

ψ−ψ−ψ−ψ−ψ+ψ+ψ−ψ

 

On pose : 

033)0/,O(x x).)0/3,O()0/4,O((
3

δ+δ=δ Σ  

- Equation de moment appliquée à 4+3+2 suivant )x,O( 02  

O2 confondu avec O3  

)0/,O(x)0/,O(x 23 ΣΣ δ=δ   

)0/,O(x2

2
v

p2

2
v

p33G333434 3
)

2
ek

2
ec(sinygm)coszsincsinh(gm Σδ=ψ+ψ−ψ+ψ+ψ−ψ  

- Equation de résultante appliquée à 4+3+2 suivant 0y  

4
2

444

33333
2

333
2

3330201

yczc

y)z2zh(z)zzh(yyzz)0/4,C(

ψ+ψ−

ψ+ψ+ψ−ψ−+ψ++=Γ
 

33G
2

333G302013 yyzyyyzz)0/3,G( ψ−ψ++=Γ  

2p0r2p430433 yc2)yy(k2g)mm(y.))0/4,C(m)0/3,G(m( −−−+−=Γ+Γ  

)cosysinyy(m

)coscsinc

cos)z2zh(sin)zzh(y(myc2)yy(k2g)mm(

33G
2

333G323

4
2

444

33333
2

333
2

333242p0r2p43

ψψ−ψψ−++

ψψ+ψψ+

ψψ+ψ+ψ−ψψ−+ψ−=−−−+−

 

Deuxième mode de résolution : équations de Lagrange avec multiplicateurs 

Calcul de l’énergie cinétique du système 2+3+4 

4433333330201 zcyzzzzhyyzz)0/4,C(V ψ−ψ−+ψ++=  
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)sin()c)(z(2
)cos()c)(zh(2

)sin()c(y2)cos()z(y2)sin()zh(y2
)cos()c)(z(2)sin()z)(z(2)cos()zh)(z(2

)c()z()zh(y)z()0/4,C(V

34433

34433

44233323332

44133313331

2
4

2
33

2
33

2
2

2
1

2

ψ−ψψ−ψ−−

ψ−ψψ−+ψ+

ψψ−−ψψ−+ψ+ψ−

ψψ−+ψψ−−ψ+ψ+

ψ−+ψ−++ψ++=

 

33G302013 zyyyzz)0/3,G(V ψ++=  

)sin()y(y2)cos()y)(z(2)y(y)z()0/3,G(V 33G3233G31
2

3G3
2

2
2

1
2

3 ψψ−ψψ+ψ++=  

))sin(yy2)cos(yz2yyz(mI

))sin(cz2
)cos(c)zh(2

)sin(cy2)cos(zy2)sin()zh(y2
)cos(cz2)sin(zz2)cos()zh(z2

cz)zh(yz(mT2

33G3233G31
2

3G
2

3
2

2
2

13
2

33x

34433

34433

44233323332

44133313331

2
4

22
3

2
3

2
33

2
2

2
140/432

ψψ−ψψ+ψ+++ψ+

ψ−ψψψ−

ψ−ψψ+ψ−

ψψ+ψψ−ψ+ψ−

ψψ−ψψ−ψ+ψ+

ψ+ψ++ψ++=++

 

Puissances virtuelles dans une transformation compatible : 

))sin(y**y(gm

)zy*y*y(ygm)0/3,G(*VygmP

33G323

33G302033030/3poids

ψψ−−=

ψ+=−=  

))sin(*c)cos(z*)sin()*zh*(*y(gm

)z*cyz*z)*zh*(y*y(ygm)0/4,C(*VygmP

4433333324

443333330204040/4poids

ψψ+ψψ−ψ+ψ−−=

ψ−ψ−+ψ+=−=  

)**))((C)(k(P 2323s23ssusp ψ−ψψ−ψ−ψ−ψ−=  

22p20r2p22p2p
v

0/pneu *yyC2*y)yy(k2*)Ck(
2

eP −−−ψψ+ψ−=  

Equation de liaison : 

0)sin(bz 343 =ψ−ψ−  

0)cos()(bz 34343 =ψ−ψψ−ψ−  

Equation de Lagrange en 2y  

))sin(yy(m

))sin(c)cos(z)sin()zh(y(mT
y

33G323

44333333240/432
2

ψψ−+

ψψ+ψψ−ψ+ψ−=
∂

∂
++  

))cos(y)sin(yy(m))cos(c)sin(c)sin(z

)cos(z)cos(z)cos()zh()sin()zh(y(m)T
y

(
dt
d

33G
2

333G3234
2

44433
2

3

3333333333333240/432
2

ψψ−ψψ−+ψψ+ψψ+ψψ+

ψψ−ψψ−ψψ+ψ−ψ+ψ−=
∂

∂
++  
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0T
dy

d
0/432

2
=++  

)yc)yy(k(2g)mm(T
dy
d)T

y
(

dt
d

2p0r2p430/432
2

0/432
2

+−−+−=−
∂

∂
++++  

Equation de Lagrange en 3z  

))cos(c)sin(y)cos(z)zh((mT
z 34432313340/432

3
ψ−ψψ−ψ−ψ++ψ=

∂
∂

++
 

))sin()(c)cos(c

)cos(y)sin(y)sin(z)cos(zzh(m)T
z

(
dt
d

34344344

33232331313340/432
3

ψ−ψψ−ψψ+ψ−ψψ−

ψψ−ψ−ψψ−ψ++ψ=
∂

∂
++

 

))sin(c2)cos(y2)sin(z2z2(mT
dz
d

34433323313
2

340/432
3

ψ−ψψψ−ψψ−ψψ−ψ=++  

λ+ψ−=−
∂

∂
++++ )sin(gmT

dz
d)T

z
(

dt
d

340/432
3

0/432
3

 

Equation de Lagrange en 2ψ  

0T 0/432
2

=
ψ∂
∂

++  

0
dt
d

2
=

ψ∂
∂

 

0T
d

d
0/432

2
=

ψ ++  

)(C)(k)Ck(
2

e0 23s23s2p2p

2
v ψ−ψ+ψ−ψ+ψ+ψ−=  

Equation de Lagrange en 3ψ  

))sin(yy)cos(yzy(mI))sin(cz)cos(ch

)cos(zy)sin(hy)sin(zz)cos(hzzh)zh((mT

33G233G13
2

3G333x3443344

3323233131
2

333340/432
3

ψ−ψ+ψ+ψ+ψ−ψψ−ψ−ψψ−

ψ−ψ−ψ−ψ+ψ++ψ=
ψ∂
∂

++  

))cos(yy)sin(yy)sin(yz)cos(yzy(mI

))cos()(cz)sin(cz)sin(cz)sin()(ch
)cos(ch)sin(zy)cos(zy)cos(zy)cos(hy)sin(hy

)cos(zz)sin(zz)sin(zz)sin(hz)cos(hzzz2zh)zh((m

)T(
dt
d

333G233G2333G133G13
2

3G333x

3434433443344334344

344333233233233232

333133133133131333
2

33334

0/432
3

ψψ−ψ−ψψ−ψ+ψ+ψ+

ψ−ψψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψψ+

ψ−ψψ−ψψ+ψ−ψ−ψψ−ψ−

ψψ−ψ−ψ−ψψ−ψ+ψ+ψ++ψ

=
ψ∂
∂

++
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))cos(yy)sin(yz(m))cos(cz)sin()zh(c

)sin(zy)cos()zh(y)cos(zz)sin()zh(z(mT
d

d

33G3233G3133443334334

333233323331333140/432
3

ψψ−ψψ−+ψ−ψψψ+ψ−ψ+ψψ−

ψψ+ψ+ψ−ψψ−ψ+ψ−=
ψ ++  

 
)cos(b)(C)(k

))cos(z)sin(hm(g)sin(ygmT
d

d)T(
dt
d

3423s23s

333433G30/432
3

0/432
3

ψ−ψλ+ψ−ψ−ψ−ψ−

ψ+ψ+ψ=
ψ

−
ψ∂
∂

++++  

Equation de Lagrange en 4ψ  

))sin(cz

)cos(c)zh()sin(cy)cos(czc(mT

3433

343342414
2

40/432
4

ψ−ψψ−

ψ−ψ+ψ−ψ+ψ−ψ=
ψ∂
∂

++  

))cos()(cz)sin(cz)sin(cz
)sin()(c)zh()cos(c)zh(

)cos(cy)sin(cy)sin(cz)cos(czc(m)T(
dt
d

34343334333433

3434333433

44242441414
2

40/432
4

ψ−ψψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψψ−

ψ−ψψ−ψ+ψ+ψ−ψ+ψ−

ψψ+ψ+ψψ+ψ−ψ=
ψ∂
∂

++

 

))cos(cz

)sin(c)zh()cos(cy)sin(cz(mT

34433

3443344244140/432
4

ψ−ψψψ−

ψ−ψψ+ψ+ψψ+ψψ=
ψ∂
∂

++  

)cos(bT)T(
dt
d

340/432
4

0/432
4

ψ−ψλ−=
ψ∂
∂

−
ψ∂
∂

++++  

Troisième mode de résolution : équations de Lagrange avec réduction au nombre minimum de 

paramètres : 

)sin(bz 343 ψ−ψ=  

)cos()(bz 34343 ψ−ψψ−ψ=  

)sin()(bz 34343 ψ−ψψ−ψ−=  

Equation de Lagrange en 2y  

))sin(yy(m

))sin(c)cos(z)sin()zh(y(mT
y

33G323

44333333240/432
2

ψψ−+

ψψ+ψψ−ψ+ψ−=
∂

∂
++  

))cos(y)sin(yy(m))cos(c)sin(c)sin(z

)cos(z)cos(z)cos()zh()sin()zh(y(m)T
y

(
dt
d

33G
2

333G3234
2

44433
2

3

3333333333333240/432
2

ψψ−ψψ−+ψψ+ψψ+ψψ+

ψψ−ψψ−ψψ+ψ−ψ+ψ−=
∂

∂
++  

0T
dy

d
0/432

2
=++  
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)yc)yy(k(2g)mm(T
dy
d)T

y
(

dt
d

2p0r2p430/432
2

0/432
2

+−−+−=−
∂

∂
++++

 

Equation de Lagrange en 2ψ  

0T 0/432
2

=
ψ∂
∂

++  

0
dt
d

2
=

ψ∂
∂  

0T
d

d
0/432

2
=

ψ ++  

)(C)(k)Ck(
2

e0 23s23s2p2p

2
v ψ−ψ+ψ−ψ+ψ+ψ−=   

Equation de Lagrange en 3ψ  

 

))sin(yy)cos(yzy(mI))sin(cz)cos(ch

)cos(zy)sin(hy)sin(zz)cos(hzzh)zh((mT

33G233G13
2

3G333x3443344

3323233131
2

333340/432
3

ψ−ψ+ψ+ψ+ψ−ψψ−ψ−ψψ−

ψ−ψ−ψ−ψ+ψ++ψ=
ψ∂
∂

++  

))cos(yy)sin(yy)sin(yz)cos(yzy(mI

))cos()(cz)sin(cz)sin(cz)sin()(ch
)cos(ch)sin(zy)cos(zy)cos(zy)cos(hy)sin(hy

)cos(zz)sin(zz)sin(zz)sin(hz)cos(hzzz2zh)zh((m

)T(
dt
d

333G233G2333G133G13
2

3G333x

3434433443344334344

344333233233233232

333133133133131333
2

33334

0/432
3

ψψ−ψ−ψψ−ψ+ψ+ψ+

ψ−ψψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψψ−ψψ+

ψ−ψψ−ψψ+ψ−ψ−ψψ−ψ−

ψψ−ψ−ψ−ψψ−ψ+ψ+ψ++ψ

=
ψ∂
∂

++

 

))cos(yy)sin(yz(m))cos(cz)sin()zh(c

)sin(zy)cos()zh(y)cos(zz)sin()zh(z(mT
d

d

33G3233G3133443334334

333233323331333140/432
3

ψψ−ψψ−+ψ−ψψψ+ψ−ψ+ψψ−

ψψ+ψ+ψ−ψψ−ψ+ψ−=
ψ ++  

)(C)(k

))cos(z)sin(hm(g)sin(ygmT
d

d)T(
dt
d

23s23s

333433G30/432
3

0/432
3

ψ−ψ−ψ−ψ−

ψ+ψ+ψ=
ψ

−
ψ∂
∂

++++  

Equation de Lagrange en 4ψ  

))sin(cz

)cos(c)zh()sin(cy)cos(czc(mT

3433

343342414
2

40/432
4

ψ−ψψ−

ψ−ψ+ψ−ψ+ψ−ψ=
ψ∂
∂

++  

))cos()(cz)sin(cz)sin(cz
)sin()(c)zh()cos(c)zh(

)cos(cy)sin(cy)sin(cz)cos(czc(m)T(
dt
d

34343334333433

3434333433

44242441414
2

40/432
4

ψ−ψψ−ψψ−ψ−ψψ−ψ−ψψ−

ψ−ψψ−ψ+ψ+ψ−ψ+ψ−

ψψ+ψ+ψψ+ψ−ψ=
ψ∂
∂

++

 



  

Page 13 sur 32 

))cos(cz

)sin(c)zh()cos(cy)sin(cz(mT

34433

3443344244140/432
4

ψ−ψψψ−

ψ−ψψ+ψ+ψψ+ψψ=
ψ∂
∂

++  

0T)T(
dt
d

0/432
4

0/432
4

=
ψ∂
∂

−
ψ∂
∂

++++  

 

 Modélisation 3D 

A. Etude de la citerne 

A.I.1 En supposant connue la composante verticale By de l’effort zByBB zy += , calculer les 

composantes du torseur des efforts internes { }−+ →xxF  au centre de gravité Gs d’une 

section droite, le long de OA et en fonction de qy, qz, By, Bz, de l’abscisse x=OGs et de la 

géométrie. 

N 

Ty 

x 

y 

z 

O  

Tz 

Mfy 

Mfz 

Mx x 

Gs 

{ }
sGzyx

zy
xx zMyMxM

zTyTxN
:

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++

++
−+ →F

 

Torseur des efforts internes sur ce tronçon 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++

++

zMyMxM

zTyTxN

zyx

zyx  

Si l’on isole le tronçon entre x et L  on obtient : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

−−=

=

zzz

yyy

x

q)xL(BT

q)xL(BT
0N

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−−−=

−+−−=

−++−=

2
q

)xL(B)xL(M

2
q)xL(B)xL(M

yq)xL(BzByM

y2
yz

z2
zy

GzyBzBx

 

A.I.2 Ecrire l’expression de l’énergie de déformation dans la poutre OA en fonction des 

composantes du torseur des efforts internes, en négligeant les effets de l’effort tranchant. 

On ne développera pas le calcul. 
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∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++=

L

0 zz

2
z

yy

2
y

2
x dx

EI
M

EI
M

GJ
M

2
1w  

A.I.3 En utilisant les méthodes énergétiques ainsi que l’expression de By en fonction de la raideur 

de l’appui ky et du déplacement du point B suivant y  noté Uy, écrire l’équation qui permet 

de déterminer la valeur de ce déplacement (Uy=0 avant chargement). 

y
y

U
B
w

=
∂
∂   

y

y
y k

B
U −=  

( ) ( )∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+−++−=

∂
∂

L

0

y2
y

zz
BGzyBzB

y
dx)xL(

2
q

)xL(B)xL(
EI

1zyq)xL(BzBy
GJ
1

B
w  

( )
GJ

LBz
GJ2

LyqBy2Lz
EI3

LB
EI8
Lq

k
B y

2
BgzzBB

zz

3
y

zz

4
y

y

y +
+−

++−=−  

( )

GJ
Lz

EI3
L

k
1

GJ2
LyqBy2Lz

EI8
Lq

B 2
B

zz

3

y

gzzBB

zz

4
y

y

−−−

+−
+−

=  

A.I.4 En écrivant une équation d’équilibre statique calculer la composante horizontale Bz de l’effort 

zByBB zy += . 

On écrit une équation de moment appliquée à la citerne complète suivant )y,O(  

0y)BL
2
LqL( zz =−  

2
LqB zz =  

A.I.5 Sachant que le moment de torsion Mt en un point Gs d’une section droite de la  poutre est 

égal à la somme des moments élémentaires induits par les contraintes de cisaillement 3xτ , 

donner la relation qui existe entre Mt et 3xτ .  

La contrainte de cisaillement 3xτ  s’exerce sur un élément de surface lde  dans la direction ld  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
θθ
θθ−

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
0

dcosb
dsina

0

dy
dx

d j

i

l  
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i
2

2

22
3x3xi zd)sinabcosab(edezMt θθ+θτ=ρ∧τ= ∫∫

π

π
−

l

l  

dans notre cas xzi =  

3xeba2Mt τπ=  

A.I.6 En considérant un élément de poutre de longueur dx comme un ressort de torsion, donner 

l’expression de l’énergie de déformation dw de celui-ci soumis à un moment Mt. On 

appellera 
dx
dφ la rotation unitaire de la section. 

Par analogie avec un ressort de torsion : 

φ= dM
2
1dw t  

A.I.7 On rappelle que l’expression de l’énergie de déformation peut être exprimée à l’aide des 

composantes des contraintes et des déformations par : ∫ εσ=
V

ijij dV
2
1W . En utilisant la loi 

de Hooke généralisée, exprimer les déformations en fonction des contraintes; puis exprimer 

dw, énergie de déformation d’un élément de poutre de longueur dx ( ∫ εσ=
S

ijij dS
2
dxdw ) en 

fonction de 3xτ . 

Loi de Hooke en cisaillement 
G2
3x

3x
τ

=ε  

∫∫ ετ=εσ=
S

3x3x
S

ijij dS2
2
dxdS

2
dxdw  

∫∫
τ

=
τ

=
l

lde
G2

dxde
G2

2
2
dxdw

2
3x

2
3x  

dx)ba(e
G2

de
G2

dw
2

3x
2

3x +π
τ

=
τ

= ∫
l

l  

A.I.8 A partir des résultats des deux questions précédentes, trouver l’expression de dφ en 

fonction de Mt. En se souvenant que 
GJ
M

dx
d t=

φ , donner l’expression du moment quadratique 

de torsion J du tube elliptique. 
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∫
τ

=φ
l

lde
G2

dM
2
1 2

3x
t   dx)ba(e

G2
eba2

M

dM
2
1

2
t

t +π
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

=φ  

dx)ba(e
)eba2(G2

MdM
2
1

2

2
t

t +π
π

=φ  

)ba(
baeG4

M
dx
d

22
t +

π
=

φ  

ba
bae4J

22

+
π

=   

A.I.9 Application numérique : calculer les valeurs de By, Bz, Mz,  Mx, Iyy, Izz et J pour le point de 

coordonnées (0,-b,0) dans le repère )z,y,x,O( . 

( )

43
22

5y2
yz

5
GzyBzBx

43-2
zz

43-2
yy

3
zz

3
2

B

zz

3

y

gzzBB

zz

4
y

y

m106
ba

bae4J

mN107.9
2
q

LBLM

mN104.1yqLBzByM

m107b)+e(3ab
4
1I

m1031a)+e(3ba
4
3I

N1053
2
LqB

N1018

GJ
Lz

EI3
L

k
1

GJ2
LyqBy2Lz

EI8
Lq

B

−=
+

π
=

−=−=

=++−=

=π=

=π=

==

=

−−−

+−
+−

=

 

A.I.10 En déduire les valeurs des contraintes normale de flexion et tangentielle de torsion pour ce 

même point. 

MPa130)b(
I
M

zz

z
xx −=−−=σ

 

A.II SOLLICITATIONS CREEES PAR LE FLUIDE SUR L’ENVELOPPE DE LA CITERNE 

A.II.1 Déterminer les éléments de réduction du torseur des actions du fluide sur les extrémités de 

la citerne, au centre de cette paroi que l’on peut considérer comme 

plane : { }
AFFzFF

FFxFF
citerne_fondfluide

zM)A(M

xRR
:

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
→F  
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2a 

2b 

y 

z 

θ 

 

Aire de la section : 

2
ba π

=A  

Faire attention aux bornes, dans ce cas on doit choisir le sens des y croissant. 

La pression est constante sur une bande  

θρ−= cosbgp ficF                              cosθ étant négatif pour 
2
π

>θ>π  

θθθθρ−= ∫
π

π

2

ficFFFx dcosbsinasinbg2R  

2
ficFFFx bag

3
2R ρ=  

θθθθ−ρ= ∫
π

π

2
2

ficFFFz dcosbsinba)cosb(g2M  

3
ficFFFz bag

8
M ρ

π
=  

Il est beaucoup plus facile de faire le calcul après un changement de repère (i, j) on évite les 

problèmes de signe…. 

A.II.2 En isolant une portion de citerne comprise entre 0 et x déduire l’expression de la contrainte 

normale pour un point de coordonnées )0,b,x( − .  Faire l'application numérique. 

Torseur des efforts internes sur ce tronçon dans le vrai repère de la citerne 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++

++

−+−+−+

−+−+−+

zMyMxM

zTyTxN

)s/s(Fz)s/s(Fy)s/s(Fx

)s/s(Fz)s/s(Fy)s/s(Fx  

Si l’on isole le tronçon entre x et 
2
L  on obtient : 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

=

−+

−+

−+

0T
0T
RN

)s/s(Fz

)s/s(Fy

FFx)s/s(Fx

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

−+

−+

−+

FFz)s/s(Fz

)s/s(Fy

)s/s(Fx

MM

0M

0M

 

b
I

M
)ba(e

R

zz

FFzF
xx +

+π
=σ  

b)+(3aeb
4
1

bag
8

)ba(e

bag
3
4

2

3
ficF

2
ficF

xx
π

ρ
π

+
+π

ρ
=σ  = 1.3 MPa 

A.II.3 On suppose que la poutre s’appuie sur son point le plus bas. Par raison de symétrie on 

étudie le comportement d’une demi-poutre verticale encastrée au point C et en liaison 

glissière avec la verticale au point D. Ecrire les équations d’équilibre de ce système de 

façon à exprimer les inconnues de liaison en C en fonction des inconnues de liaison en D et 

du chargement dû au fluide. 

0
2

bLgDC
2

ficF
zz =

ρ
++    0

4
abLgC ficF

y =
πρ

−  

0
3

)ba(bLgDbCbMM
22

ficF
zzDC =

−ρ
++−+  

A.II.4 Pour déterminer les inconnues d’effort en D on souhaite utiliser les méthodes énergétiques. 

Donner l’expression du moment de flexion pour tout point P compris entre C et D (sans 

développer les calculs). 

 

z 

y 

C 

Cy 

Cz 

MC 

z 

y 

Mf

N 

N 
Mfx 

C 

Cy 

Cz 

MC 

  δ 
  δ

P 

P 

  

1ier tronçon 

)d)dz)zz(dy)yy((yLg)yb(CzCM(M PPficFPzPyCfx θ−+−ρ++−+−= ∫
δ

π
 

2ieme tronçon 

)cosbb(DMM zDfx δ−+=  
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A.II.5 Ecrire les intégrales permettant d’obtenir l’énergie de déformation de flexion de cette poutre 

(On négligera les effets de l’effort tranchant et de l’effort normal). Justifier pourquoi on ne 

développera pas les calculs analytiques.  

Sur le premier tronçon π et 
2
π   

∫
π

π
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2

zz

2
1 d

EI
M

2
1w    0

M
w

C
=

∂
∂  

On obtient une intégrale elliptique. 

A.III MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS DE LA CITERNE  

A.III.1 Déterminer la matrice Jacobienne de cet élément et son déterminant. 

Définition de la Jacobienne 

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ηη

ξξ

,,

,,

yx
yx

J  avec [ ][ ] [ ][ ]ee YNyXNx ==  

[ ][ ] [ ][ ]e,,e,, YNyXNx ξξξξ ==  

[ ][ ] [ ][ ]e,,e,, YNyXNx ηηηη ==  

[ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ η+−η+η−η−−=ξ )1(
4
1),1(

4
1),1(

4
1),1(

4
1N,  

[ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ξ−ξ+ξ+−ξ−−=η )1(
4
1),1(

4
1),1(

4
1),1(

4
1N,  

[ ] [ ]iiiie
t x,c2x,c2x,xX ++=  [ ] [ ]c2y,c2y,y,yY iiiie

t ++=  

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

c0
0c

J  

Det(J)=c2  

A.III.2 Justifier le fait que le vecteur des déplacements d’un point de l’élément noté [ ]u , et le vecteur 

des efforts d’un point dans l’élément noté [ ]p , sont des scalaires.  

La dimension de [ ]u  correspond au nombre de ddl par nœud de l’élément donc 1 
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Le produit de [ ]u  par [ ]p  définissant le travail des efforts de pression, il s’agit donc d’un scalaire. 

Comme [ ]u  est un scalaire il faut donc que [ ]p  soit aussi un scalaire 

A.III.3 Compte tenu du maillage choisi la pression sur un élément n’est fonction que de η . Afin de 

déterminer la loi d’évolution des pressions sur cet élément, donner l’expression de la 

pression sur les bords inférieur et supérieur en fonction de la position de l’élément par 

rapport à la surface libre du fluide. En déduire dans l’élément de référence l’expression de 

)(p η  en fonction pj  et de pk . On pourra utiliser le repère de travail suivant : 

 

2a 

2b 

j 

i 
θ 

r
 

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
θ
θ

=
0

sinb
cosa

OP
 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
θθ

θθ−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
0

dcosb
dsina

0

dy
dx

d j

i

l

ld  

O 

P 

ex 

ey 

eZ 

ξ 

η 

ζ 

j 

k i 

l 

 

)coscsinb(gp ficFj,i γ+θρ−=   )coscsinb(bgp ficFl,k γ−θρ−=  

avec θ=γ tan
b
atan  

BA)(p +η=η    2
pp

2
pp

)(p l,kj,il,kj,i +
+η

−
−=η  

A.III.4 Donner l’expression du travail virtuel des efforts externes appliqués à l’élément, sous les 

deux formes [ ][ ]P*U
2
1*w t=  et [ ][ ] dDp*u

2
1*w

D

t∫=  explicitées en annexe. En déduire 

l’expression intégrale permettant d’établir le vecteur des forces nodales. Préciser le 

domaine, les variables et les bornes d’intégration. 

[ ][ ]dDp*u
2
1*w

D

t∫=  

[ ][ ]P*U
2
1*w t=  

[ ][ ] [ ][ ]dDp*u
2
1P*U

2
1

D

tt ∫=  

Sachant que [ ] [ ][ ]*UN*u =  
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[ ][ ] [ ][ ][ ][ ]dDp*UN
2
1P*U

2
1

D

tt ∫=  

[ ][ ] [ ] [ ][ ]dDpN*U
2
1P*U

2
1

D

ttt ∫=  

[ ][ ] [ ] [ ][ ]dDpN*U
2
1P*U

2
1

D

ttt ∫= [ ]*Ut  constante pour un élément 

[ ] [ ][ ]dDpNP
D

t∫=  

Le domaine d’intégration correspond à la surface de l’élément dS . 

Comme N et p sont exprimés dans le repère de référence de l’élément il faut intégrer entre -1et +1 

pour les variables ξ et η. 

[ ] [ ][ ] [ ][ ]∫ ∫∫
− −

ηξ==
1

1

1

1

t

S

t dd])Jdet([pNdSpNP  

A.III.5 [ ]P  est le résultat d’une intégrale continue sur le domaine D que l’on remplace par une 

sommation discrète (voir annexe II). Donner en justifiant votre réponse le nombre minimum 

de points d’intégration nécessaire au calcul exact des différentes intégrales. 

∫ ∑
− =

ξϖ=ξξ
1

1

m

1j
jj )(f.d).(f    intégration exacte des polynômes de degré 1-2.m≤  

Chaque composante [ ][ ] ])Jdet([pNt  est le produit d’un polynôme de degré 2 en η  et d’un polynôme 

de degré 1 en ξ . Pour intégré exactement ces fonctions il faut 1-2.m2 ≤   

d’où : 

m=2   

A.III.6 On choisit pour l’ensemble des intégrales 2 points d’intégration. Calculer Pi et Pk en fonction 

de pj et pk. 

dD)(p)1)(1(
4
1P

D
i ηη−ξ−= ∫  

ηξ
+

+η
−

−η−ξ−= ∫ ∫
− −

dd)Jdet()
2

pp
2

pp
()1)(1(

4
1P l,kj,il,kj,i

1

1

1

1
i  
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∫ ∫
− −

η
+

+η
−

−η−ξξ−=
1

1

1

1

l,kj,il,kj,i
i d)
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2
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()1(d)1(
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])Jdet([P  
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3
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2
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3
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3
11

3
11

4
cP l,kj,il,kj,il,kj,il,kj,i
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)pp2(
3
cP l,kj,i

2

i +=  

dD)(p)1)(1(
4
1P

D
k ηη+ξ+= ∫  

ηξ
+

+η
−

−η+ξ+= ∫ ∫
− −

dd)Jdet()
2
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pp
()1)(1(

4
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1
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1
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∫ ∫
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η
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⎤
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2
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2
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[ ]l,kj,i

2

k p2p
3
cP +=  

A.III.7 Le calcul des contraintes sur les parois donne les résultats suivants : 

 

 

Contraintes « circonférentielle » sur la face externe de la citerne (en MPa). 
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Contraintes « circonférentielle » sur la face interne de la citerne (en MPa). 

Donner la position des points les plus sollicités dans la citerne en précisant la nature des 

sollicitations et les valeurs maximales de la contrainte. 

Point bas intérieur en traction, point bas extérieur compression. La sollicitation est de la flexion. 

A.III.8 Ce modèle de répartition ne représente pas la réalité compte tenu de l’influence de la 

présence des fonds, malgré cela nous allons faire l’hypothèse qu’il est suffisamment proche 

de la réalité au point de coordonnées (0, -b, 0). En appliquant le principe de superposition 

donner les composantes du tenseur des contraintes dans la base ( x , 2t , 3t ) exprimées 

en MPa. En déduire la contrainte équivalente de von Mises.  

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

στ

τσ
=σ

6024
000
2401130

0
000

0

333x

3xxx

. 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
zx

2
yz

2
xy

2
xxzz

2
zzyy

2
yyxxVM 3

2
1

σ+σ+σ+σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ
 

( ) ( ) MPa1382431356129
2
1 2222

VM =+++=σ  

A.IV ETUDE DES SOLLICITATIONS EN FATIGUE DE LA CITERNE 

A.IV.1 Au cours d’un trajet on suppose que le camion tourne autant de fois à droite et à gauche. Ce 

changement de direction introduit une contrainte alternée de torsion MPa24max =τ et une 

contrainte de flexion variant très peu, on suppose que les contraintes ‘’circonférentielles’’ 
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dues au fluide sont également constantes MPa633 =σ  au point (0, -b, 0) et MPa233 =σ  

au point (0, b, 0). Ecrire les deux chargements sous la forme [ ] [ ] tsinaltcst ωσ+σ . 

[ ] tsin
0024
000
2400

600
000
00129

ω
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡−
=σ                       [ ] tsin

0024
000
2400

200
000
00131

ω
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=σ  

Le chargement n’étant pas uniaxial la vérification en fatigue nécessite l’utilisation d’un critère. 

On choisit celui de Dang Van, voir annexe III.  

A.IV.2 Calculer la pression hydrostatique maximale et contrainte tangentielle alternée maximale 

pour ces 2 points.  

MPa41
3

6129
maxH −=

+−
=σ                       MPa44

3
2131

maxH =
+

=σ  

MPa24maxh =τ                                                MPa24maxh =τ  

A.IV.3 Les caractéristiques en fatigue du matériau utilisé sont MPa1001 =σ−  et MPa601 =τ− . 

Calculer EDV pour les deux points et conclure.  

 

 

Hσ et hτ  étant maxi en même temps le max de )t(Eh par rapport au temps et en fonction de 

l’orientation  (une facette de normale h ) est 
f

maxHfmaxh
DV b

aE σ+τ
=   

avec: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

σ
τ

=
−

−

2
13a

1

1
f  et 1fb −τ= . 

Application numérique :  

19.0
60

413.024
b
aE
f

maxHfmaxh
DV =

−
=

σ+τ
=  

62.0
60

443.024
b
aE
f

maxHfmaxh
DV =

+
=

σ+τ
=  

 

Conclusion : La citerne ne fatigue pas et le point le plus sollicité est le point haut. 

B Etude de la direction 
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B.I CALCULS PRELIMINAIRES 

B.I.1 La figure ci-dessous représente une configuration de l’essieu avant en phase de virage. 

Connaissant le rayon de courbure ρc de la trajectoire du point C1 dans R0 à l’instant t, 

déterminer la relation qui existe entre les angles δg et δd et la géométrie du tracteur. On 

utilisera les indications données sur la figure ci-dessous. 

   

vC
d e

tan
+ρ

=δ
L

 

C
gtan

ρ
=δ

L

 

dCgC tan)v(tan δ+ρ=δρ
 

B.II MODELISATION ET ETUDE CINEMATIQUE 

B.II.1 Réaliser le graphe des liaisons. 
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1

0

2

3 4

5

6

pivot d’axe . 
)y,L( 1,0

δ=)z,z( 10

)z,B( 3*,5
rotule

g3*5 )x,x( β=

rotule

pivot d’axe . 

rotule

rotule

pivot d’axe . 

)z,A( 6*,*5

d6*5 )x,x( β=

)x,H( 5*,0

pivot d’axe . 

τ=)y,y( 5*0

 

B.II.2 Déterminer le nombre cyclomatique, la mobilité et le degré d’hyperstatisme du mécanisme 

tel qu’il a été modélisé précédemment. 

2 boucles 

6 pièces 

4 pivots 

4 rotules 

2 mvt indépendants  

2 mobilités internes 

système isostatique 

B.II.3 Ecrire les deux relations reliant l’angle de rotation de la bielle pendante 1, l’angle 

d’inclinaison de l’essieu τ, et les angles de braquage des roues droite et gauche. 

2 équations de liaisons relient les 4 paramètres cinématiques. 

2
2

2
MG l=  et 2

4
2

DE l=  

BGHBLHMLMG +++=  

**3X3z5500011 xbzbyzgyfxezMG +++−−−= ll   

Pour minimiser les calculs on projette dans 0. 

001 zcosxsinz δ+δ=  
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00z500y500x5

000

*0*05

zzyzxz

)xsinz(cossinycos

zsinycosy

++=

ε+ετ+τ=

τ+τ=

 

*5g**3*5g**3**3 y)sin(x)cos(x β+γ+β+γ=  

)z)sin(y)(cos()sin(x)cos(x *0*0g**3*0g**3**3 ψ+τ+ψ+τβ+γ+β+γ=  

))zcosx(sin)sin(y)(cos()sin()zsinx(cos)cos(x 000g**300g**3**3 ε+εψ+τ+ψ+τβ+γ+ε−εβ+γ=  

0g**3g**3

0g**30g**3g**3**3

z)sin)cos(cos)sin()(sin(

y)cos()sin(x)sin)sin()sin(cos)(cos(x

εβ+γ−εψ+τβ+γ+

ψ+τβ+γ+εψ+τβ+γ+εβ+γ=
 

00z**300y**300x**3**3 zxyxxxx ++=  

000

000

*0*0*5,3

zcos)cos(y)sin(xsin)cos(

y)sin()xsinz(cos)cos(

y)sin(z)cos(z

εψ+τ+ψ+τ−εψ+τ=

ψ+τ−ε+εψ+τ=

ψ+τ−ψ+τ=

 

00z300y300x3*5,3 zzyzxzz ++=  

2
0z**3x0z3z0z550z11

2
0y**3x0y3z0y55

2
0x**3x0x3z0x550x11

2
2

)xbzbzgz(

)xbzbzf(

)xbzbzez(

+++−+

+++−+

+++−=

ll

l

lll

 

En utilisant l’hypothèse des petits angles : 

1,001 zxz +δ=   05*,0,05 zyy τ+=  

000*5,3 zy)(xz +ψ+τ−ε=  

)z)(y()sin(x)cos(x *0*0g**3*0g**3**3 ψ+τ+β+γ+β+γ=  

0g**30g**300g**3**3 z)()sin(y)sin()zx()cos(x ψ+τβ+γ+β+γ+ε−β+γ=  

))zcosx(sin)sin(y)(cos()sin()zsinx(cos)cos(x 000g**300g**3**3 ε+εψ+τ+ψ+τβ+γ+ε−εβ+γ=  
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0g**3g**3g**3g**3

0g**3g**3

0g**3g**3**3

z))sinsincos(cos)()sincoscos((sin

y)sincoscos(sin

x)sinsincos(cosx

εβγ−βγ−ψ+τβγ+βγ+

βγ+βγ+

βγ−βγ=

 

0**3**30**3g**30**3g**3**3 z)cossin)((y)cos(sinx)sin(cosx γε−γψ+τ+γβ+γ+γβ−γ=  

2
**3**3xz51

2
**3g**3xz5

2
g**3**3xz1

2
2

)))cos()()(sin(bbg(

))cos(sinb)(bf(

)))sin()(cos(bbe(

εγ−ψ+τγ++τ+−+

γβ+γ+ψ+τ−+−+

βγ−γ+ε+−δ=

ll

l

ll

 

))cos()()(sin(bb2))cos()()(sin(bb(g2
)))cos()()(sin(bbg(2bg(

)sinb)(b2

)sinb)(b(2))cos(sinb)(b(f2sinbf(

)sincosb2)(cos(bb2

)sincosbb(e2)cosbe(2cosbe(

**3**3xz**3**3xz5

**3**3xz51
2

z
22

1

**3xz

**3xz5**3g**3xz5**3
22

x
2

5
2

**3**3gx**3xz

**3g**3xz**3x1**3
22

x
22

2

γ−ψ+τγε+εγ−ψ+τγ++τ+

εγ−ψ+τγ++τ+−++−+

γψ+τ−

γ+ψ+τ−+γβ+γ+ψ+τ−−γ+++

γγβ−γε++

γβ−γ+ε−γ+−δ+γ+=

l

lll

lll

ll

 

Seconde équation : 

AEHABHDBDE +++=   

Pour minimiser les calculs on projette dans 5. 

*6*x6z55*3*x3z xbzby2xbzbDE +−−−= l   

55*5,3 zcosysinz ψ+ψ−=  

*5g*3*5g*3*3 y)sin(x)cos(x β+γ−+β+γ−=  

)zsiny(cos)sin(x)cos(x 55g*35g*3*3 ψ+ψβ+γ−+β+γ−=   

55z*355y*355x*3*3 zxyxxxx ++=  

**5d*3**5d*3*6 y)sin(x)cos(x β+γ−+β+γ−=  

)zsiny(cos)sin(x)cos(x 55d*3*5d*3*6 ψ−ψβ+γ−+β+γ−=  

5d*35d*35d*3*6 zsin)sin(ycos)sin(x)cos(x ψβ+γ−−ψβ+γ−+β+γ−=  

55z*655y*655x*6*6 zxyxxxx ++=  
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55**5,6 ysinzcosz ψ+ψ=  

55y655x6**5,6 yzxzz +=  

En utilisant l’hypothèse dans petits angles : 

2
5z*6*xz5z*3*xz

2
5y*6*xz55y*3*xz

2
5x*6*x5x*3*x

2
4

)xbcosbxbcosb(

)xbsinb2xbsinb(

)xbxb(

+ψ++ψ−+

+ψ−−+ψ−+

+=

l

l

 

2
z5**3*x**3g*x**3d*x

2
**3b*x**3g*x

2
4

)b22sinb2cosbcosb(

)sinbsinb(

ψ−−γ−γβ−γβ+

γβ+γβ=

l

l
 

ψ+

ψ+γ−

−γ−γβ−

−γ−γβ+

+γ+γβ+γβ+=

z5

z5**3*x

5**3*x**3g*x

5**3*x**3d*x

2
5

2
**3*x

2
**3g*x

2
**3d*x

2
4

b8
)b(sinb8

)2sinb2(cosb2
)2sinb2(cosb2

4)sinb(4)cosb()cosb(

l

l

l

l

ll

 

B.III ETUDE DES EFFORTS DANS LA DIRECTION 

B.III.1 En isolant successivement les fusées droite et gauche écrire les relations qui permettent de 

déterminer l’effort dans la bielle de direction )zzyyxx(FF *5MG*5MG*5MG
2

23
32 ++=→ l

 et  

l’effort dans la bielle de connexion en fonction des efforts dans les roues, de la géométrie et 

des paramètres cinématiques. 

On écrit une équation de moment autour de )z,B( *5  appliquée à 3. 

0zN)zzyyxx(FBD)zzyyxx(FBG *503*5DE*5DE5DE
5

46
*5MG*5MG*5MG

2

23 =+++
−

∧+++∧
ll

 

*5z*5g**3*5g**3x zb)y)sin(x)(cos(bBG +β+γ+β+γ=  
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0N)x)sin(by)cos(b(F)x)sin(by)cos(b(F
03DEg*3*xDEg*3*x

5

46
MGg**3xMGg**3x

2

23 =+β+γ−β+γ−β+γ−β+γ
ll

 

On écrit une équation de moment autour de )z,A( **5  appliquée à 6. 

0zN)zzyyxx(FAE **506**5DE**5DE**5DE
5

46 =+++∧
l
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0N)x)sin(by)cos(b(F
06DEd*3*xDEd*3*x

5

46 =+β+γ−−β+γ−
l

 

B.III.2 Sans effectuer de calcul dire comment on peut obtenir le couple au volant. 

On écrit une équation de moment sur le levier pendant autour de y et on prend en compte de rapport 

de réduction. 

C Modélisation complète du poids lourd articulé en solides rigides 

C.I.1 On demande au candidat de construire le modèle complet en faisant des choix et en les 

justifiant tout en tenant compte de ce qui a été vu précédemment. Pour ce faire, il est 

nécessaire de définir pour chaque sous ensembles de pièces liées : 

• les repères et les paramètres géométriques associés à ces sous ensembles et 

nécessaires à la mise en équation, on pourra compléter l’ébauche de schéma proposée 

sur la feuille réponse ; 

• la cinétique et la géométrie des masses ainsi que les hypothèses qui y sont 

associées ; 

• les liaisons ainsi que les hypothèses qui y sont associées ; 

• si nécessaire les actions mécaniques extérieures (données) et intérieures (lois de 

comportement), ainsi que les équations supplémentaires de type cinématique. 

- Solide 1 : Le tracteur 

o Etant donné que l’on s’intéresse en priorité au renversement de la citerne, on 

supposera que les déformations des suspensions du tracteur sont nulles. 

o Les paramètres du mouvement du tracteur par rapport à R0 sont données par 

)zzyRxx(GO 1111110 ++=  et 110 )z,z( ϕ= . Avec R rayon des roues. 
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o Le tracteur est de masse m1 située au point G1 le tenseur d’inertie est tel que : 

1R111

111

111

11

CDE
DBF
EFA

)S,G(I
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−−
−−

=
=

 

- Solide 2 : La citerne 

o La citerne est accrochée au tracteur par mécanisme que l’on pourra modéliser 

par une liaison sphérique en K, associée à un torseur d’effort tel que 

{ }
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

β−β−=

++=

321221212

31231231212
2/1

xck)K(M

zZyYxXR
:F  , la composante de moment modélisant la torsion. 

o Les paramètres du mouvement de la citerne par rapport à R1 sont données par 

une rotation autour de 3,1y  avec 231 )x,x( ϕ=  et une rotation autour de 2x  avec 223,1 )y,y( β= , avec 

)yhx(KG 3,13332 += l  )yhx(CG 3434R2 −−= l . 3l , 4l , h3, h4 étant des longueurs constantes. 

o La citerne est de masse m2 située au point G2 le tenseur d’inertie est tel que 

2R222

222

222

22

CDE
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)S,G(I
⎥
⎥
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⎣
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−−
−−
−−

=
=

 

- Solide 3 : L’essieu arrière 

o L’essieu est accroché à la citerne en CR ( (CR,K) définissant l’axe de roulis) par 

une « pseudo » liaison pivot d’axe 2x  

o Le paramètre du mouvement de l’essieu par rapport à la citerne est donné par 

223,1 )y,y( β=  

- On négligera la masse de l’essieu devant la masse de la citerne. 

- Solide i : Les roues i=4,5,6,7,8,9 

o Dans la réalité les essieux arrière du tracteur et de la citerne sont doubles et 

équipés de quatre pneumatiques. Pour ce modèle nous utiliserons des essieux simples équipés de 

deux pneumatiques. 

o On suppose que les roues sont de même rayon R et roulent sans glisser sur le 

sol. Les paramètres des mouvements des roues par rapport au solide 3 et 1 sont donnés par 

ii3,1 )z,z( θ=  

o On négligera leurs masses devant la masse de la citerne et du tracteur. 
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o Les torseurs des efforts du sol sur les roues sont donnés dans les repères des 

plans de jantes des roues par { }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

++=

0)J(M

zZyYxXR
:

ii0

pii0pii0pii0i0
/i0F  

o Les roues motrices sont les roues 6 et 7 du tracteur sur lesquelles on applique les 

couples Cm6 et Cm7. 

o Les roues directrices sont les roues 4 et 5 du tracteur. L’angle au volant impose à 

ces roues un angle δd et δg par rapport l’axe 1x . 

o L’entraxe des roues sur l’essieu avant est noté v1 et v3 sur l’essieu arrière. 

- ‘’Solide j’’: Le fluide j=10,11,12,13,14… 

o On décompose en une masse fixe mFfixe et j masses mobiles identiques mFmo 

o Les positions des j pendules de dimensions identiques a  et b . 

o Les paramètres des mouvements seront notés ipi_penduleciterne )y,y( ψ=  


