ETUDE DU COMPORTEMENT ROUTIER D’UN
POIDS LOURD TRACTANT UNE CITERNE

Eléments de corrigé

Modélisation 2D

A Etude du comportement dynamigue du fluide dans la citerne

All Simplifier I'équation de Bernoulli, en considérant un écoulement plan (O, )7 ,;) ayant de

faibles vitesses d’écoulement.

oD p
—+gy+—=1(t
5 "9y o )
A.l.2 En exprimant de deux manieres différentes la vitesse d’une particule de la surface, écrire la

relation qui lie 5 a ®@.

Sur la surface y¢ = 8(z,t), la vitesse d’une particule est définie d’'une part par :

va(ysz) = 220

et d’autre part par :

= grad ® d'ol v, = (@j
Y=Ys

ce qui implique :

o _®
oy ot

Implicitement pour ce qui suit y correspond a la valeur y de surface.

A.lL3 En utilisant I'équation de Bernoulli au niveau de la surface libre, ainsi que I'équation

précédente écrire une relation qui lie @, t, g ety.



- p . . O]
On dérive I'équation de Bernoulli par rapport au temps et on remplace = par E on trouve :

’O o
- g i 0
ot oy
ps étant constant sur la surface.
A.l4 On cherche une solution de cette équation sous la forme : ®(y,z,t) = y(y) {(z) G(t) ou les

fonctions v et £ ne dépendent respectivement que de y et de z. Traduire I'équation

d’'incompressibilité par une équation différentielle en y et une équation différentielle en .

*0 'O 'O

VZD =0 0
ox?  oy? oz

2 2
a—‘;jg G(t) + v G(t) a—g =0 ceci est vrai quel que soit t.
0 0z

2 2

ia—\g+la—§ =0 aconditionque y=0 et (=0
v oy Coz

Pour que cette équation soit vérifiées, y et { étant des fonctions de variables indépendantes les

2 2
termes la_\;/ et i% doivent étre des constantes d’ou :
v oy Coz
2 2 2 2
ia_\g:kz et i%:_xz ou ia \g =-)2 et ia_gzkz
v oy Coz y oy € oz

A.LS5 Donner les ensembles de solutions possibles de ces deux équations différentielles.

y(y)=Ae” +Be™ et {(z) = CsinAz+DcosAz ou y(y) = Csiniy +Dcoshy et {(z) = A e** +Be™*

A.l6 On pose y(y)=Ae" +Be™ et ¢(z)=Csinkiz+DcosAiz ol A, B, C, D et L sont des
constantes. A partir des conditions aux limites sur les parois du réservoir déterminer

I'ensemble des solutions de wy(y).{(z) en fonction de 2 constantes seulement.

Conditions aux limites sur les parois verticales %) =0 pour y=+a,ou—a,,dou:

(A e" +Be™)(ACcoska, + ADsinAa,) =0

1 cas C=0avec A =% quelque soit D
r
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2°™ cas D =0 avec A =

(2n-17)
2a

r guelque soit C
r

Conditions aux limites sur le fond : ? =0 pour z=-h,
z

(\A e _1Be™")(Csiniz +Dcosrz) =0
A= BeZkhr
On a deux fonctions possibles :

L n
¢, =B DE"V*?™) + eM)cosAz (antisymétrique) avec A = —-
a

r

- . o 2n-1
et ¢, =B C(e*¥*2") L e™)siniz (symétrique) avec A = (2—)n
ar
A.l7 Pour déterminer le mouvement de la surface dans le cas qui nous intéresse, on pose

G(t) = coswt. En reprenant I'équation obtenue a la question A.l.3, déterminer les valeurs de
® pour le premier mode propre antisymétrique (en cosinus).
’d oD

+9g—=0
ot? gay

d(y,z,t) =B D V") L e™™)cosz coswt que I'on remplace dans

—(0°B D(e*¥*2) 4 e™™)sinAz)cos ot + g (AB D(e*Y*2") — e ™)siniz)cosmt = 0

3hA —Ah

2 e -e T
0" =grA————|avec A =—
g3t | g7 2a

A.l8 En déduire I'équation de la surface pour ce premier mode.

Ona (] = @ soit :
ot

% =B D(e*"* — e )sinAzcosmt

5= D(e3"* —e " )sinAzsinot

(O]

nmw
avec A =—
a

Les 2 constantes dépendent des positions et vitesses initiales de la surface du fluide. Si ces
valeurs restent petites, conformément aux hypothéses, on pourra dans un premier temps assimiler
I'équation de la “surface” du fluide a une droite.
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B Et nami renversement : Analogie mécani modélisation

Apl ment flui r un model ndule riqi

B.I.1 Ecrire la relation qui traduit le contact en A en liant le paramétre z; & w5 et y,.

(z3 23 -by,)z3 =0

BMBszﬁ=50mﬂwa0+@mZQ)=5ﬂB@g+0h-Nu»=—59MWs—WH

25 ~bsin(ys ~y3) =0

B.1.2 Exprimer en O, le torseur des actions des pneumatiques sur l'essieu en fonction des
données, de y,, y,, et de leurs dérivées. On rappelle que v, peut étre considéré comme

petit.

{392 }: {Rli}
M1—>2 (02 )

Ris2 =Fg152 +Fa12 = Ko (P'g Py = Vo) Yo —Cp

d(P'gPy) — , — dP'yPy) —
%yo_kp(Pde_er)yO_cp%yO

, e , e
Png:yz_%\V2 Pde:y2+7v\|j2
dP'gPy) . e, . dP'4Py) . e, .
- 9 97 _ __Vv —_~ @ a7 _ 4+ v
ot Yo > Vo ot Yo > Vo
— e, — B N e, — B
Ri,2 =—Kp(Y2 _7\412 =Yro0) Yo —Cp(Y2 _7“/2) Yo —Kkp(Y2 “‘?\Vz =Yr0) Yo —Cp(Y2 "‘7“’2) Yo

Ry, ==2(Ko(Y2 = Yi0) +€¥2 Yo

My,,(0;) = —(kp %Wz Xo +Cp %‘ifz) Xo

B.1.3 Ecrire les conditions concernant les actions mécaniques, donnant les limites de décollement
des roues.

e . e, . e . e, .
_kp(yZ_%WZ_er)_Cp(yZ_%W2)<O ou —kp(Y2+7V‘I/2—Yro)—cp(Y2+7VW2)<0
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B.l.4 Définir une stratégie afin d'obtenir le nombre minimum d’équations de la dynamique.

Résolution par l'utilisation des théorémes généraux :

(040; - ;) = 2, (donné)

(©2.Y3)
V2. (AZ3)
23, V4
s ®Y)
(©3%)
Inconnues Equations
Cinématique
V2,23, Y2, V3, Wy 5 | Contact en entre 4 et 3 au point A 1
Dynamique
Za 111 équation de moment dynamique appliqué a 4 suivant (B, x_o.) 1
1 équation de résultante dynamique appliquée a 4 suivant Z 1
1 équation de moment dynamique appliquée a 4+3 suivant (O, %) 1
1 équation de résultante dynamique appliquée a 4+3+2 suivant % 1
1 équation de moment dynamique appliquée a 4+3+2 suivant (O,, XT)) 1
6 6
Résolution par l'utilisation des équations de Lagrange avec multiplicateurs :
Inconnues Equations
Cinématique
V2,23, Vo, W3, Wy 5 | Contact en entre 4 et 3 au point A (déja écrite Bl1) 1 Linéaire an
Dynamique d’aXG
A 1 | 1 équation de Lagrange en y, 1
1 équation de Lagrange enzg 1
1 équation de Lagrange en v, 1
1 équation de Lagrange en 1
1 équation de Lagrange en vy, 1
6 6

Résolution par l'utilisation des équations de Lagrange aprés réduction au nombre minimum de
parametres :
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Inconnues Equations

Cinématique

Yo.Z3, W0, W3, Wa 5 | Contact en entre 4 et 3 au point A

Dynamique

1 équation de Lagrange en vy,

1 équation de Lagrange en vy,

1 équation de Lagrange en

1 équation de Lagrange en y,

B.I.5 Ecrire ces équations.

Premier mode de résolution : théorémes généraux
- Equation de moment appliqué a 4 suivant (B, Z)
avec :

z, =EcosQt
z, =-EQsinQt
7, = -E Q2 cosQt

Zsyy b cos (Wg—w3)—-mygcsiny, = 6(B,4/O).%

8(B,4,0) = BC Am,I'(C,4/0)

d2
dt?

I(C,4/0) = — (040, + 0,0, + 0,05 + 050 *5 + O *; B + BC)

- . d2 . . . . —
[(C,4/0) =¥(21 Zg+Yy Yot+thys+z323-Cy,)

e d
F(C,4/0)=a(21 Zo+Y, Yo+ WshZg +2325 -3 Z3 Y3 —C y4s2,)

[(CA410) =73 29+, Yo +(Wsh + 23 —3"25 )25 — (3°h +i32Z5 +20r323) Y4

—C 4z +C Yy
8(B,4/0) = —c y, Am,T(C,4/0)

8(B4/0). Xg =—M, C (2 COSY, —V, SNy, +(igh +Zg —rs"z5 )CoS(y3 — )

— (Y3 + 575 +21323)SiN(W3 —y,s) —C §iy)
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Z34 b cos (v, —w3)—Mye gCsiny, =-m, ¢ (Z; COSy, -y, Siny,—c,

+ (s + 23 — 325 )c0s(w3 —w,) — (Wa’h + 1325 +2¥325)sin(y3 — )

0
D(CA/10)=| = (3N + 1325 + 2325) + 21 SiNy3 + T, COSy3 +C iy SIN(Y3 —y4) +C i y” COS(y3 — )
(§3h + 25 —r3°25 )+ 25 COS Y3 — Y, SINY3 —C iy COS(W3 —4) = C iy’ SiN(y3 — ) 3

- Equation de résultante appliquée a 4 suivant z,

Zaq +My gSiNy, =My (21 COSY3 — Y, SiNya +(3h + 25 —5°23)

.. .2 .
—C Yy CoS(y, —y3)+C Wy, sin(y, —y3))

- Equation de moment appliquée a 4+3 suivant (O, z)

8(05,4/0) = 5(B,4/0) + OB Am,T(C4/0)
0,B Am,I(C4/0) = (hys + 25 23) Am,I(C/4/0)

(hys+2323)AMyu(Z1 29 +Y, Yo + (Wsh +25 —W3725 )23 — (W3 h +W3z5 +2y325) y3

. . 2
—CWY4uZy+C Yy Yy)

0,B Am,T(C4/0) =
My (h ((§13h + 23 —13°25 )+ 2, COS W3 —F, Sinys —C iy COS(Wa —wa)—C Vry” Sin(ys —y,))

=23 (Y3 h + Y325 + 2y323) + 2 Sinyg +Y, COSY3 +C Yy SiN(yz —yy) +C Wy~ COS(W3 —yy))) Xo

5(03,410). X, =

—m, ¢ (Z; COSY, —Vy SNy, +(iish +Z5 —Vrs°2z5 )cos(ys — )

—(Ur3’h + 325 +2r323)siN(y3 —Wa) = C 4)

+my(h ((Wsh +25 —\j/3223 )+2; COSyz —Y;, Sinyg —C iy COS(y3 —yy)—C ‘i/42 sin(ys —yy,))

—Z3 (—(\ifszh +3Z3 +2y323) + 21 SiNyg +Y, COSY5 +C Vg SiN(Wg —yy)+C Vo’ cos(y3 —yy4)))
8(03.3/0) = lg,iis Xo + Y3Ys A M3T(G3,3/0)

[(G3.3/0) =%, 20 +¥5 Yo +WaYaa 23 W Yaa Ya

8(03,3/0) = |3x{|}3g + Yng AMg(Z, Z +¥, % +WV3Yas 2_3: —‘i/32YG3 E)

8(03,3/0).xg =33 +Yg3M3(Z; COSY3 — Y, SiNY3 + i3y a3)
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m, g (hsiny; —c siny, +23C08y3)+M3 Yz g sinyz —Ks(ys —y3) - Cs(vz —v5)

=l3,03 +Yg3M3(Zy COSY3 — Y, SNy + i3y as)

—Mmy C(Z; cosy, —Y, siny, +(Vgh +2; —\p3223 )cos(yz —yy,)

~ (N +i3Zs +21325)SIN(Y3 ~ ) = C 4)

+my(h ((W3h + 24 —\V3223 )+Zy COSY3 =Y, SNy —C iy COS(yg —yy)—C Vo sin(ys —y))

=23 (Y3 N +3Z5 +2y323) + 21 SiNyz +Y;, COSY3 +C Wy SIN(Yg —yy)+C Wy~ COS(Y3 —yy)))

On pose :

Bx(0,,210) = (8(03,4/0) +8(03,3/0)).Xg

- Equation de moment appliquée a 4+3+2 suivant (O,, x_(;)
O, confondu avec O3

0x(0,,2/0) = Ox(0,,2/0)

2 2
. . . e . e
my g (hsinyz —c siny, +23C08y3)+M3 gYygssiny; —(c, %\I’z +Kp %Wz) =84(0,.2/0)

- Equation de résultante appliquée a 4+3+2 suivant )7(;

[(CA410) =73 29+, Yo +(Wsh + 23 —W3"23 )25 = (3°h + 1325 +20r323) Y4

.. .2
“CW4Z4+C Wy Yy

[(G33/0)=2; 25 +V, Yo +W3Yes Z3 —\ifazye?, Y3

(M3I(G3,3/0) +myT(C,4/0)) . yo =—(Mg +my) 9—2Ky (Y2 =Yr0)—2Cp Y>

—(Mmg +my) 9—2Ky (Y2 —Yr0) —2CpY, =My (Y, —(W3h + 25 —y3°z3 ) sinyg — (W5 h + 323 +2y323) cosy,
+C W, Siny, +C \j;42 CoSVy,)

+M3(+Y, —Y3Ygs SiNYs — 3 Ygs COSY3)

Deuxieme mode de résolution : équations de Lagrange avec multiplicateurs

Calcul de I'énergie cinétique du systéme 2+3+4

—

V(CAI0) =2y 2o +Y, Yo +Wah 23+ 2325 — 3 23 Y3 —C Y424

Page 8 sur 32




VICAIO) = (22) 45" +(Wah +25)° + (g Z3)? +(-C V1)’
+2(24)(y3h + 23)cos(y3) — 2(21) (-3 23)sin(y3) +2(2,)(—C ¥ 4)cos(w,)
=2y, (Wsh+2z3)sin(y3)+2 Y, (-3 23)cos(y3) =2 Y, (=€ ry)sin(v,)
+2(y3h +23)(=C r4)cos(y, —y3)
—2(—y3 Z3)(-C yy)sin(y, —v3)

V(G3,3/0) =21 25 +Y, Yo +WV3aYe3 Z3

—2 . . . . . . . .
V(G3,3/0) = (21)2 + y22 +(V3Yes3 )? + 2(21)(W3Ya3 )COS(W3) =2 Y, (W3Yes )Sin(ys)

2T5 30400 = m4(i12 + Y22 +(Ysh+25)% + \Vsz 232 +c? \i’42
+22; (Ygh +23)cos(y3) —2 25 W3 23 SiN(y3) =225 €y COS(y )
=2y, (Wsh+23)sin(y3) -2, Y3 23€08(y3)+2Y, €y sin(y,)
—2(yzh +25)cyacos(yy —y3)
—2Vy3 23 Cyysin(y, —vys))

+ |x3\i’32 + m3(z12 + Y22 + \ifszyesz +22; 3Ya3C0S(W3)—2Y, V3 Vg3 Sin(ys))

Puissances virtuelles dans une transformation compatible :

Pooidsz/o = —M39 Yo V *(G3,3/0) =m3g Yo(Y*2 Yo +W*3 Va3 Z3)
=-m3g (Y *2 —V *3 Yg3 Sin(v3))

Pooigsaro = Mg Yo V*(C4/0) =m,9 Yo(Y*, Yo + (W s h+2%3)25 —*3 253 Y3 —C ¥y 24)
=-Myg (Y*, (¥ *3h+2*3) sin(y3) - *3 Z5 COS(y3) +C y *, sin(y,))

Psusp =(Ks(Wz —w3) = Cs(W3 — W))W *3 ¥ *3)

Poneuro = = (kplkz + Coli2) U2 ~2kp(¥2 ~Yi0) V2 -2 Gl V%2
Equation de liaison :

Z5 —b sin(y, —y3)=0

23 —b (4 —3) COS(y 4 —y3) =0

Equation de Lagrange en y,

——Ta30470 =My (Y2 — (W3h +23)sin(y3) =3 23 CoS(y3) +C g sin(y,))

oy,
+M3 (Y2 —W3Yes Sin(y3))

a(ay.i-r2+3+4/0) =My (Y, — (Wsh +23)sin(yz) — (Wsh +Z3)5 cos(ysz) — 5 23 cos(ys) — g Z3CoS(v3)
2

+Vr3® Z3SIN(Y3)+C g SiN(y4) +C a” COS(Y4)) + My (Y — W3y aa SIN(W3) — W3°Y s COS(W3))
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T2+3+4/0 =0

d, o d .
(= T2:34410) Ty, |20 =—(m3+my) g-2(Kp(Y2 —Yro) +CpY2)
2

dt oy,

Equation de Lagrange en z4

0 . . . S .
7. 234410 = M4 ((W3h +23)+2,€08(y3) — Y, SiN(ysz) —C s COS(yy —v3))
3

E(ai_TM““O) =my(Y3h +23 +2,c08(y3)—Zy3 sin(ys) — Y, sin(ys) — Y,z cos(ys)
3

—Cy,C08(Wy —W3)+C ya(yy —V3)sin(y, —v3))

d 2 S - . S
dTT2+3+4/o =My(23" 23 -22y Y3sin(y3) =2y, Y3C08(y3)—2 W3 €y sin(y, —y3))
3

d, o d .
—(—T. -—T =-m,g sin +A
dt(823 2+3+410) dz, 243+4/0 49 sin(y3)

Equation de Lagrange en v,

0
a._T2+3+4/0 =0
V2
a0
dt oy,
d
_T2+3+4/0 =0
dy,

2
e . . . .
0= ——é (kp Vo +Cp‘lf2)+ks(\lf3 —y2)+Cs(W3 —Vp)

Equation de Lagrange en

TT2+3+4/0 =m,((ysh+2z3)h+y, 232 +2y hcos(ys) -2, zgsin(y3) -y, hsin(ys) -y, 23 cos(ys)
3

—hcy,cos(y, —y3)—25 Cyysin(y, —w3))+lig s +M3(Yas™ W +2; Yas COS(Y3) =Y, Yas Sin(vs))

d, o
—(—T _
dt (a\ils 2+3+4IO)

My ((Wsh+Z3)h+¥3 23" + 23 25 23 +2; hcos(yz) -z, hygsin(ys) -2y Zgsin(ys) -2y Z3sin(yz) - 23 Z3y3 cos(ys)
—Yp hsin(yz) =y, hyzcos(ys) -y, z5€0s(y3) — Y, 23€0S(y3) +Y, 23 Wasin(yg)—hc i, cos(y, —ys3)

+he (W —Ws)sin(y, —vs) =23 C Wy sin(yy —ws) =23 CWiaSin(yy —Ws) =23 C g (s —W3)COS(y, — v3))

+lalg + m3(yG32 V3 +21 Yaa COS(W3)— 21 Yaz W3 SIN(W3)— V2 Yas SIN(W3) — Y2 Yas W3 COS(v3))
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WT2+3+4/0 =my(=2,(W3h +23)sin(w3) —2; W3 23c08(w3) — Y, (Wsh +23)cos(ys) +Y, s 25 Sin(ys)
3

—C\ra(Wgh +23)sin(y, —w3)+Vg 23 €y COS(W 4 —W3)) + M3 (=21 W3Ygs SiN(W3)— Y, WaYes COS(W3))

d, o d . .
—(——Ta1314/0) = Tas34470 = M30 Y3 SiN(w3) + 9(My hsin(y;) + 25 cos(ys))
dt "oy dys

—ks(W3 —W2)~Cs(Wrg —p) +b & cos(yy —v3)

Equation de Lagrange en vy,

0

oy Toi30ar0 =M (€ Wy =25 € COS(y4)+Y, € SIN(y,) — (Y3h +23) € cos(y, —y3)
4

—V3 Zz Csin(y, —v3))

d, o .. . L . _ . )
a(szJrsm/o) = m4(02 W4 —2ZyCCOS(Wy)+2Zy CrySiN(yy)+Y, CSiN(yy)+Y, Cyycos(yy)
4

—(W3h+23) ccos(y, —w3)+(Wsh+23)c (Vg —3)sin(y, —ys)
—Vi3 Z3 CsiN(y, —y3)— W3 23 CSiN(yy —W3) =3 Z3 C (Vg —W3) COS(W4 —V3))
JT2+3+4/0 =My (2 Cysin(yy)+Y, CWgcos(yy)+(Wsh+23) € yysin(yy —vs)
4
—W3 Z3 C Y4 COS(y4 —3))

d, o i _
—(——To13:410) ——T21344/0 = "D ACOS(y4 —y3)

Troisieme mode de résolution : équations de Lagrange avec réduction au nombre minimum de
parametres :

z5 =b sin(y, - ys)

23 =b (V4 —3)c08(y4 —v3)
73 =-b ({14 —V3)SiN(ys —v3)
Equation de Lagrange en y,
0

ay-_T2+3+4/0 =my(Y, — (W3h +2z3)sin(y3) =3 Z3C0S(y3)+C \rysin(yy))
2

+mM3(Y, —3Yes Sin(vs))

E(WTersm/o) =my (Y, — (W3h +23)sin(y3) = (W3h + 233 cos(y3)— 3 23 C08(y3)— 3 23 C08(y3)
2

+ ‘if32 zgsin(yg)+c i sin(y,)+c \i’42 cos(y4)) +mg(¥, —W3Ygs Sin(ysz) - ‘i’32YG3 cos(y3))

ET2+3+4/0 =0
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d, o d .
a(ay-—2T2+3+4/o) —E 2431470 = (Mg +My) 9—2 (K, (Y2 —Yr0) +CpY2)

Equation de Lagrange en v,

0
—— 12134410 =0
elps

a9
dt oy,

_T2+3+4/0 =0
dy,

2
e . . . .
0=- ; (kp W2+CpW2)+ks(W3—W2)+Cs(W3—Wz)

Equation de Lagrange en

0

ﬁT2+3+4/0 =m,((3h +23) h+ i3 2% + 25 hcos(y3) - 2, 23 SiN(y3) — ¥, h sin(y3) -, 23 Cos(y)
3

—h ey COS(Y4 —W3) =25 C g SIN(W4 —y3)) +lxg Vg +My(Yaa® Wa +21 Yea COS(W3)~ Y2 Yo SIN(y3))

d, o
—(—T =
dt(a\ija 2+3+4/0)

My((W3h+Z3) h+3 23" + 23 23 23 +2Zy hcos(ys) -2y h g sin(ys) -2y Zgsin(yg) — 23 Zgsin(yz) —2; 35 cos(y3)
= Y2 hsin(ys) =y, h g cos(ys) — Y, 23€0S(y3)— Yz 23C0S(y3)+ Yy Z3 Wasin(ys)—hc i, cos(y, —ys)
+he vy (Wa —W3)sin(ys —w3) =23 CrgSin(yy, —ws) =23 € g SiN(Wy —w3) =23 Cyg(ig —3)COS(yy —W3))

+laWs + ms(YG32 Vs +2; Yoz €0S(W3)—2Z1 Yz W3 SiN(Ws)— Y2 Yz SiN(wz)— Y2 Yez Wa CoS(y3))

WT2+3+4/0 =my(=2,(W3h +23)sin(w3) — 25 W3 23c08(w3)— Y, (W3h +23)cos(y;) +Y, s 23 Sin(ys)
3

—C g (Wsh +23)sin(yy —W3) + W3 23 C g COS(Wy —W3)) +Mz(~21 W3Yas SIN(W3)— Y2 WaYas COS(W3))

d, o0 d . .
—(——T243+47/0) == Ta43+470 =M3d Y3 SIN(w3) +9(My4 h sin(y3) + 23 cos(ys))
dt "oy, dys

—Ks(Wg —w2)—Cs(yz — )

Equation de Lagrange en vy,

0

£T2+3+4/0 = m4(02 W4 =23 Ccos(yy)+Y, €sin(y,)—(Wsh +23) ccos(y, —vs)
4

— W3 Z3 csin(y, —y3))

d, o N . . . . . )
E(WT2+3+4/0) = m4(C2 W4 —23CCOS(Wy)+23 CrySiN(yy)+Y, CSiN(yy)+Y, Cycos(yy)
4

—(W3h+23) c cos(yy —y3)+(Wsh +23) € (Vg4 —V3) sin(yy —vs3)
—Vi3 Zg CsiN(y, —y3)— W3 23 CSin(y, —yg) =3 Z3 € (Vg —V3) COS(Wy —V3))
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Toi3ra0 =My(Z1 C Yy SiN(yy) +Y, €Wy COS(y )+ (W3h +23) C iy Sin(yy —y3)

Wy
— W3 Z3 C 4 COS(yy —V3))
d, o 0
—(—T -—T =0
dt(6\i14 2+3+4/0) 5\|14 2+3+4/0
Modélisation 3D
A. Etude de la citerne
All En supposant connue la composante verticale B, de I'effort §:By§+BZE, calculer les

composantes du torseur des efforts internes {é} X+_)X,} au centre de gravité Gs d’'une

section droite, le long de OA et en fonction de qy, q,, By, B, de I'abscisse x=0Gs et de la

géomeétrie.

" {gqu}:{N X +Ty +T,2 }

Myx +Myy +M, z G

s

Torseur des efforts internes sur ce trongon

N, X +T,y +T,2

M, X +M, Y +M, z

Sil'on isole le trongon entre x et L on obtient :

=-yg B, +73 By+(L_X) 4d; Yo

M
N, =0 *
29
T, =B, -(L-Xx)q, My =—(L-Xx)B, +(L-x) 72
B

q
M, =(L-x)B, —(L-x)>=~
2 =(L=X)By ~(L-x)"—

A.l.2 Ecrire I'expression de I'énergie de déformation dans la poutre OA en fonction des

composantes du torseur des efforts internes, en négligeant les effets de I'effort tranchant.

On ne développera pas le calcul.
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yy 7z

L 2 M 2 2
W= EJ. ME LS M
2 3 GJ EI El

Al3 En utilisant les méthodes énergétiques ainsi que I'expression de By en fonction de la raideur
de l'appui k, et du déplacement du point B suivant )7 noté Uy, écrire I'équation qui permet

de déterminer la valeur de ce déplacement (U,=0 avant chargement).

L
ﬂ:j[i(—ye BZ +ZB By +(L_X) qZ yG)(ZB)+
0

1 - -2 M
aB, GJ [(L x)By —(L-x) ](L x)]dx

zz 2

2
B, ql® B z5L(-2yB,+q, ygL)+ 25°B,L

-— = + +
Ky 8El,, 3El, 2GJ GJ
4Lt zoLl-2yeB, +q, ygl)
B _ 8El,, 2GJ
' B L
k, 3El, GJ
Al4 En écrivant une équation d'équilibre statique calculer la composante horizontale B, de I'effort

B=B,y+B,z.
On écrit une équation de moment appliquée a la citerne compléte suivant (O, 37)

L — —
(qu E_LBz)y =0

L
Bzzqu

A.l5 Sachant que le moment de torsion M, en un point G d'une section droite de la poutre est

égal a la somme des moments élémentaires induits par les contraintes de cisaillementt,;,

donner la relation qui existe entre M; et 1,5 .

La contrainte de cisaillement 1,5 S’exerce sur un élément de surface e d¢ dans la direction d¢

dx; —asin6 do
dé=|dy;|=|bcos6do
0 0
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Mtz, = er3 edlnp =1, efﬁ(ab cos?0+ab sin’0) do z;,
[4 2

dans notre cas z; =X

Mt=2rabert.;

A.lL6 En considérant un élément de poutre de longueur dx comme un ressort de torsion, donner

I'expression de I'énergie de déformation dw de celui-ci soumis a un moment Mt. On

appellera j—d) la rotation unitaire de la section.
X

Par analogie avec un ressort de torsion :

1
dw ==M, d
oM ¢
A.lL7 On rappelle que I'expression de I'énergie de déformation peut étre exprimée a l'aide des

: . : 1 . .
composantes des contraintes et des déformations par: W :E-[Gij gj dV . En utilisant la loi
\%

de Hooke généralisée, exprimer les déformations en fonction des contraintes; puis exprimer

dw, énergie de déformation d’'un élément de poutre de longueur dx (dw =d?xjcij g;jdS)en
S
fonction de 1,5 .

Loi de Hooke en cisaillement ¢, = ;Lé

dx dx
dw = ?icijgijds :7£2 Txa€x3dS

2 2
dw=d—XIZTAed€:dxjriede
2 / 2G ZZG

2 2
dw:ﬁjedzﬁx?’ e n(a+b)dx
2G 2G

A.l8 A partir des résultats des deux questions précédentes, trouver I'expression de d¢ en
. do M, , . :
fonction de M;. En se souvenant que ™ =a, donner I'expression du moment quadratique
X

de torsion J du tube elliptique.

Page 15 sur 32



£y d¢—£ej de Im, do
2 ' 26 ) 2 !

2
thd¢:M—t2en(a+b)dx
2 2G(2rabe)
do__ M (a+h)

dx 4Gena®h?

|

M, )
2rnabe

2G

J_4ena2b2
a+b

e n(a+b)dx

A.lL9 Application numérique : calculer les valeurs de By, Bz, Mz, MXx, lyy, 1zz et J pour le point de

coordonnées (0,-b,0) dans le repére (O, ???) .

IZZ

a+b

J:4ena2b2

= %nbze(3a+ b) =710 m*

M, =LBy—L2q7y:—9.7105 mN

=610 m*

Loy LY zg L(-2ygB, +, L)
5 __ 8El, 2GJ
’ Sl Pzt
k, 3El, GJ
B, =q, %:53103 N
3 )
lyy = Znaze(3b+a) =3110° m*

=1810° N

M, =-yg B, +25 B, +L 0, yg =1.410° mN

A..10  En déduire les valeurs des contraintes normale de flexion et tangentielle de torsion pour ce

méme point.

zz

0 = -z (L) = 130 MPa

Al SOLLICITATIONS CREEES PAR LE FLUIDE SUR L’ENVELOPPE DE LA CITERNE

Alll Déterminer les éléments de réduction du torseur des actions du fluide sur les extrémités de

la citerne, au centre

plane : {3} fluide—~fond _ citerne }:

Mee(A) = Mgg, 2

de

Rer = Repx X

cette  paroi

—_

—

A

que

I'on

peut

considérer

comme
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Aire de la section :
&?:abE
2

Faire attention aux bornes, dans ce cas on doit choisir le sens des y croissant.

La pression est constante sur une bande
P =—pg Gsc b COSO cos0 étant négatif pour = > 0 >§

T

2
Reey = -2 IpF Osc bsinbasin® b cos6 dd

2
Rerx = E Pr Giic & b?

T

2
M e, :2J.p,: s (-bcos®)absin®6 bcosd do

T
M ke, :gpF Oric ab®

Il est beaucoup plus facile de faire le calcul aprés un changement de repére (i, j) on évite les

problémes de signe....

A.ll.2 En isolant une portion de citerne comprise entre 0 et x déduire I'expression de la contrainte

normale pour un point de coordonnées (x,—b, 0) . Faire I'application numérique.

Torseur des efforts internes sur ce trongon dans le vrai repére de la citerne

NFx(s+/s—) X +TFy(s+/s—) y +TFz(s+/s—) z

— — —

M Fx(s+/s-) X +M Fy(s+/s-) y + M Fz(s+/s-) z

. . L .
Si I'on isole le troncon entre x et 5 on obtient :
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NFx(s+/s—) =R FFx

M Fx(s+/s-) — 0

TFy(s+/s—) =0 M Fy(s+/s-) = 0
TFz(s+/s—) =0 M Fz(s+/s-) — MFFZ
__Re Meg,
* ne(a+b) 1,
4 s
3 P Orc @b? 8 Pr Ggc ab°
Xx = b 1 = 1.3 MPa
me@+b) 1o h2e (3a+b)
4
A.ll.3 On suppose que la poutre s’appuie sur son point le plus bas. Par raison de symétrie on

étudie le comportement d'une demi-poutre verticale encastrée au point C et en liaison

glissiere avec la verticale au point D. Ecrire les équations d'équilibre de ce systeme de

fagon a exprimer les inconnues de liaison en C en fonction des inconnues de liaison en D et

du chargement di au fluide.

. Lb? .Lba
CZ+DZ+pF Gfic =0 Cy_pF Gtic nzo
2 4
< Lb(a® -b?
Mc +Mp —b C, +b D, + P£ Jic 3( )_o
A.ll.4 Pour déterminer les inconnues d’effort en D on souhaite utiliser les méthodes énergétiques.

Donner I'expression du moment de flexion pour tout point P compris entre C et D (sans

développer les calculs).

ANY
N 5 fo
o)
v4 <
Z N
P Mc\/-/\Cy
C, C

lier trongon

5
My =—(Mc +Cy Zp —Cz(b+yp)+LPF Iric LY ((yp —y)dy +(zp —2)dz)d6)

2ieme trongon

M, =Mp + D, (b—bcos?d)
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A.llS Ecrire les intégrales permettant d’obtenir I'énergie de déformation de flexion de cette poutre
(On négligera les effets de I'effort tranchant et de I'effort normal). Justifier pourquoi on ne
développera pas les calculs analytiques.

Sur le premier trongon « et g

On obtient une intégrale elliptique.

A.llll MODELISATION PAR ELEMENTS FINIS DE LA CITERNE

Alll.l Déterminer la matrice Jacobienne de cet élément et son déterminant.

Définition de la Jacobienne

i n

- e avec x- ] v -]

xe =[NeJiXe] e =INc]IYe]

Xn= lN,n J[Xe] Yn= |.N,n J[Ye]

[N,a] = _—%(1— n), %(1— n), %(1+ n), —%(1+ Tl)}

1 1 1 1
N, = —Z(l—a),—zma),Z(1+a),z(1—a)}

t[Xe]: [Xii Xj +2¢, X; +2c, Xi] t[Ye]: [yi! Yin Yi+2¢,Y, +20]

-5 ¢

A.lll.2  Justifier le fait que le vecteur des déplacements d'un point de I'élément noté [u] et le vecteur

des efforts d'un point dans I'élément noté [p], sont des scalaires.

La dimension de [u] correspond au nombre de ddl par noeud de I'élément donc 1
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Le produit de [u] par [p] définissant le travail des efforts de pression, il s'agit donc d'un scalaire.
Comme [u] est un scalaire il faut donc que [p] soit aussi un scalaire

A.lllL3  Compte tenu du maillage choisi la pression sur un élément n’est fonction que de n. Afin de
déterminer la loi d'évolution des pressions sur cet élément, donner I'expression de la
pression sur les bords inférieur et supérieur en fonction de la position de I'élément par
rapport a la surface libre du fluide. En déduire dans I'élément de référence I'expression de

p(n) en fonction p; et de px . On pourra utiliser le repere de travail suivant :

: acoso dx; | [-asin6do
‘T OP =|bsin® aldyj}{bcosede}
0 o lo
2b ¢} ¢
\\ S &
|
2a
Pij = —Pr Ysic (DSiN6 +c cosy) Pk, = —Pr 9fic b(bSiN6 —c cosy)
a
avec tany = E|tan 0
Pij — Py Pi; + Pk,
p(n) = An+B p(n) = ————n+ =

A.lll.4  Donner I'expression du travail virtuel des efforts externes appliqués a I'élément, sous les

deux formes w* :%t[u*][P] et W*z%jt[u*][p]dD explicitées en annexe. En déduire
D

I'expression intégrale permettant d'établir le vecteur des forces nodales. Préciser le

domaine, les variables et les bornes d'intégration.

Sachant que [u*]=[N]J[u*]
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ulel=5 [ N Tk

2 D
j [U*]'[N][p]

1t[U* jt N][p]dD ‘[U*] constante pour un élément
D

P~ | 'Ipleo

Le domaine d'intégration correspond a la surface de I'élément dS .

Comme N et p sont exprimés dans le repére de référence de I'élément il faut intégrer entre -let +1

pour les variables ¢ et 1.

[P]= j [plds = ﬁ‘N][p]det([J])dadn

A.llLS [P] est le résultat d’'une intégrale continue sur le domaine D que I'on remplace par une

sommation discréte (voir annexe Il). Donner en justifiant votre réponse le hombre minimum

de points d’'intégration nécessaire au calcul exact des différentes intégrales.

1 m
If(&).d& = ij.f(gj) intégration exacte des polynémes de degré <2.m-1
= J=
Chague composante ‘[N][p]det({J]) est le produit d’'un polynéme de degré 2 en n et d’un polynéme
de degré 1 en & . Pour intégré exactement ces fonctions il faut 2<2.m-1
d'ou :

m=2

A.lllL6  On choisit pour I'ensemble des intégrales 2 points d’intégration. Calculer P; et P, en fonction

de p; et px.

(1 €)(-n) p(n) dD

II
U'—.

) det(J) d& dn

11
1 pkl Pij Pk,
P = j1j14(1 O (- e
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1 1 _ N
P =w'|'(l_§) déj(l—n) - Pij zpk,l n+ Pij ;ka) dn
1 ]
| R 1, PP 1Py tPy 1 PyPa 1 PytRy
TR T T,
2

c
P = ?(2 Pij +Pi,)

Py = [ @+ @ m) p(n) D

O —

ij — Pk, Pij t Pk,
n+
2 2

) det(J) d& dn

tr1 p
P, = jl jl 7 @raa) (-

ij — Pk, N Pij * P«

1 1
_ det([) P
P, —T_jl(m,) da_jl(lm)( S dn
_i 1 P =Pk 1 Pij Pk 1. Pij=Px 1  Pij*+P«

2
P = C?[pi,j +2 pk,l]

A.lllL7  Le calcul des contraintes sur les parois donne les résultats suivants :

3P03, (fraction = 1.0
[Ave. Crit.: 73%)

2.49E+00
1.85E+00
1.21E+00
5.67E-01
-T.2TE-02
-TA2E-02
-1.35E+00
-1.99E+00
-2.63E+00
-3.27E+00
-3.91E+00
-4.55E+00
-6.18E+00

Contraintes « circonférentielle » sur la face externe de la citerne (en MPa).
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SNE3, (fraction = -1.0)
[Awe. Crit.: T5%)

5.18E+00
4 55E+00
3.91E+00
3.26E+00
2.63E+00
1.99E+00
1.56E+00

7.08E-01

7 49E-02
5.64E-01
-1.20E+00
-1.62E+00
-2.46E+00

Contraintes « circonférentielle » sur la face interne de la citerne (en MPa).

Donner la position des points les plus sollicités dans la citerne en précisant la nature des

sollicitations et les valeurs maximales de la contrainte.
Point bas intérieur en traction, point bas extérieur compression. La sollicitation est de la flexion.

A.lllLB8  Ce modéle de répartition ne représente pas la réalité compte tenu de l'influence de la
présence des fonds, malgré cela nous allons faire I'hypothese qu'il est suffisamment proche
de la réalité au point de coordonnées (0, -b, 0). En appliquant le principe de superposition
donner les composantes du tenseur des contraintes dans la base (; , G , Q) exprimées

en MPa. En déduire la contrainte équivalente de von Mises.

o 0 T3] [-130+1 0 24
[c]=f 0 0 o0 (=] o 0 0
T3 0 033 24 0 6

Ovm = \/1 ((GXX - GW)Z + (6)’)’ - 622)2 + (Gzz ~ Oxx )2)+ 3(Giy + Gf’l + Gix)

Gy = \/%(1292 +62+1352)+3(242) =138 MPa

A.IV ETUDE DES SOLLICITATIONS EN FATIGUE DE LA CITERNE

A.IV.1  Au cours d'un trajet on suppose que le camion tourne autant de fois a droite et a gauche. Ce

changement de direction introduit une contrainte alternée de torsion t,,, =24 MPaet une

contrainte de flexion variant trés peu, on suppose que les contraintes “circonférentielles”
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dues au fluide sont également constantes o33 =6 MPa au point (0, -b, 0) et o33 =2 MPa

au point (0, b, 0). Ecrire les deux chargements sous la forme [c.q +[c],; Sinot .

-129 0 0] [0 O 24 131 0 0] [0 O 24
[c]=] 0 0 0|+|0 0 O [sinet [5]=| 0 0 0|+|0 0 0 [sinat
0 0 6| |24 0 0 0 0 2| |24 0 0

Le chargement n’étant pas uniaxial la vérification en fatigue nécessite I'utilisation d’un critére.

On choisit celui de Dang Van, voir annexe l1.

A.IV.2  Calculer la pression hydrostatigue maximale et contrainte tangentielle alternée maximale

pour ces 2 points.

Z12946 _ _41mpa ey = o2 _ 44 MPa

OSHmax =

Thmax = 24 MPa T = 24 MPa

A.IV.3  Les caractéristiques en fatigue du matériau utilisé sont o_; =100 MPa et t_; =60 MPa.

Calculer Epy, pour les deux points et conclure.

oyet 1, étant maxi en méme temps le max de E,(t)par rapport au temps et en fonction de

Thmax + afGHmax

l'orientation (une facette de normale ﬁ) est Epy = 5
f

avec: a; = 3(5—%] etby=1.

Application numérique :

a —V.
EDV — Thmax +b fOHmax — 24 (6)03 41 =0.19
f

E,, = fma +bachmaX _ 24+2(.)3 4 _ g e
f

Conclusion : La citerne ne fatigue pas et le point le plus sollicité est le point haut.

B  Etude de la direction
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B.l CALCULS PRELIMINAIRES

B.I.1 La figure ci-dessous représente une configuration de I'essieu avant en phase de virage.
Connaissant le rayon de courbure p. de la trajectoire du point C; dans R, a linstant t,
déterminer la relation qui existe entre les angles &4 et 34 et la géométrie du tracteur. On

utilisera les indications données sur la figure ci-dessous.

L
tand, = ——
pc te,
tand, = £
Pc
pctandy = (pc +V)tandy
B.lI MODELISATION ET ETUDE CINEMATIQUE

B.Il.1 Réaliser le graphe des liaisons.
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pivot d’axe .

pivot d’axe . 0 (Hxo-5)
(L.Yo1)

(YoYs)=1

pivot d’'axe .
(A, Zgeg)

pivot d’axe .

(B.Z53)

(X+%3) =B

rotule
rotule

rotule

B.IIl.2 Déterminer le nombre cyclomatique, la mobilité et le degré d’hyperstatisme du mécanisme
tel qu'il a été modélisé précédemment.

2 boucles

6 pieces

4 pivots

4 rotules

2 mvt indépendants
2 mobilités internes
systeme isostatique

B.11.3 Ecrire les deux relations reliant I'angle de rotation de la bielle pendante 1, l'angle

d’inclinaison de I'essieu t, et les angles de braquage des roues droite et gauche.
2 équations de liaisons relient les 4 paramétres cinématiques.
MG = 1,° et DE - 1,2
MG =ML +LH+HB +BG
MG :le—e%—f%—gZ+fsg+bzg+bx@

Pour minimiser les calculs on projette dans 0.

z, =SiNd Xy +€0S62,
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N —_— —_—

=C0STtY, +Sint(Cosezy +SineXy)

—_— — —

= Zsx0 Xo + Zsyo Yo T 2520 Zo

R

R

Xgre = COS(Ygex +Bg) Xor +SiIN(Y30x +Bg)(COS(T+ W) Yor + SIN(T+ W) Zpx)

B

Xgw = COS(Y3e +Bg)(COSE x_(; —sing z_(;) +5iN(y3e +Bg)(COS(T + \y)% + sin(t + y)(sine x_(; +CO0Se z_(;))

—_—

Xger = (COS(y3+x +Bg) COSE +SIN(y30 +Bg) SIN(T+ ) SiNE) E +8in(y g +Bg)cOS(t + \y)%

+(sin(yg« +Bg) Sin(t + y)Cose — Cos(yzw +Bg)Sine) z_(;

_— — — —

Xg** = X3**XO XO + X3**y0 yo + X3**ZO ZO

Z35+ = COS(T+ ) Zo« —SIN(T+ Y)Y
=cos(t+wy)(cosezy +SineXg) —Ssin(t+v) Yy,
=cos(t+y)sine Xy —sin(t+ y)y, +cos(t + y)cose z,

_— — — —

Z3 5+ = Z3x0 X0 T Z3y0 Yo *+ Z320 Zo

2 2
l" =(l Z1xo —€ + 05 Zsyg + D, Zgyg + Dy Xguuyo)
2
+(—f +t5 Zgyg + b, Zgy0 + Dy Xgery0)

2
+ (0 Z1,0 =9+ 5 Zs50 + D, Z5,0 + Dy Xguag0)

En utilisant I'hypothése des petits angles :

_ — —

Zy =0Xg +Zp, Ys =Yo0+5 T TZ0
Zzg =€Xo —(T+ W)Yo +2g
Xgur = COS(Ygux +Bg) Xox +SIN(Yzex +Bg)(Yor +(T+W)Z0x)

Xgur = COS(Ygux +Bg)(Xg —€2Z0) +SIN(Yze +Bg) Yo +SIN(yze +Bg) (T + W) Zg

E = C0S(y3+ +Bg)(COSE x_(; —sing z_(;) +SiN(yge +Bg)(COS(T + \y)y_(; + sin(t + y)(sine % +C0Sg Z))
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B

Xgwr = (COSYgur COSPBg —SINY5e SINBy) X
+(SiNygu COSPg + COS Y5 SINB) Yo

+((SiNy g« COSPg +COS Y3 SINPy) (T+ W) — (COS Y34 COSPy — SiNY 5 SINPy) €) z_(;

_—

Xgur = (COSYger —Bg SINYgex) X +(SINYgex + Py COSY3:) Yo + ((T+ W) SINY g —€ COSY3) 2

0% = (8 -e+b, e+b, (COS(7gm) — SiN(Y3w) By))°

+(~f+15 —b, (t+y) +Db, (SiNYge + Py COSYZm))?

+(t, -9+t T+b, + by (SiN(yge ) (T+y)—COS(y34x) a))2

6> = (€% +b, 2 c0S? g + 20, 5(~€ +b, COSY3) — 26(b,, £+, COS Y50 — By SINYzw)
+2+b, eb, (COS(y3+) —2 b, By COSY5u SINY3ue)
+(F2 4+ 857 +0,7SIN% Y3 =2 (85 b, (T+ ) + D, (SINYger + By COSYger)) + 205 (b, (T+ ) + b, SINYger)
—2b, (t+wy) b, Sinyg.«)
+(0,° —=g% +b,% + 20, (=g + 15 T+ b, +b, (SIN(y 304 ) (T + ) — COS(Y 3ex ) €))
+29g(ts t+b, +b, (SiN(yge ) (T +y)—COS(yg«+) €) +2 b, b, € (SiN(ygex ) (T + y)—COS(y34x))

Seconde équation :

_— —  —  —

DE = DB +BH +HA + AE
Pour minimiser les calculs on projette dans 5.
ﬁ:bzg_bx*g_ZKSQ_bzz+bx*@

_— — —

Z35+ =—SiNY Y5 +COSY Zg

X3 = COS(~Yg+ +Pg)Xsge +SIN(~Y3e + Bg) Ve

X3+ = COS(~Y3: +Bg)Xs +SIN(~y3 +By) (COSY Y5 +SiNy Zg)

XT** = X3#x5 g + Xgrys E T Xgez5 Z—F:

Xge = COS(—Yg- +By) Xger +SIN(~70 + By Yo

Xgr = COS(~73: + Ba) Xgn +SIN(~73. + By)(COSY Y5 — SiNY Z5)

Xe- = COS(~Yg+ + By) X5 +SIN(~1: +Py)COSY Y5 — SIN(~y3+ +Pq)SiNY 25

—_ — — —

Xgx = Xgxx5 X5 + Xgrys Y5 + Xg+z5 Z5
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—_— —_ —_

Zgper = Zgxs X5 + Zgy5 Y5

En utilisant I'hypothése dans petits angles :

2 2
ls" = (0yx Xgax5 +Dyx Xgixs)

+ (b, SINY + b, Xaeys — 205 — b, SINY + b Xgey5)?

+(~b, COSY +bx Xge,5 +b, COSY +b e Xgeys)?

2 . . 2
f4 = (bx-k Bg Sln’Yg** +bx~k Bb SInY3**)

+ (D) By COSYgur —Dyx By COSY g — 2D0yx SINYgux — 205 — 2D, y)?

04 = +(bys By COSY3e)? + (D By COSYgee ) + 4 (D SINYgee ) + At
+ 2 Dy By COS Yz (2D SINY34x — 215)
=2 D, By COSYgu (—2Dy SINY 5 — 215)
—8 Db, sinyz(ts +b, w)
+81i5b, v

B.lll ETUDE DES EFFORTS DANS LA DIRECTION

B.IIl.L1  Enisolant successivement les fusées droite et gauche écrire les relations qui permettent de

; ) , ) ) ) — F — — —

déterminer leffort dans la bielle de direction F, .3 = —22(Xpyg X5+ + Yy Yar + Zyg Zg+) €t
b

I'effort dans la bielle de connexion en fonction des efforts dans les roues, de la géométrie et

des parametres cinématiques.

On écrit une équation de moment autour de (B,z_5;) appliquée a 3.

| —_—

46 o o o S
(XpE X5 + YpE Y5+ + Zpg Z5+) + Nog Z5+ =0

—_— F _ —_ —_— —_—
BG /\%(XMG Xs+ + Y Yo+ + Zug Zs+) + BD A f
2 5

by cos(yze +Bg) Xma by COS(y3+ +Bg) ~ XpE 0 0
2
b, ZyG -b, ° Zpg Nos 0
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F . F ;
%(bx COS(Y3x +Bg) Yme — by SiN(yze +Bg) XMG)—%ﬁ(bx* cos(y3« +Bg) Ype —Px+ SiN(y3+ +Bg)Xpe) +Noz =0
2 5

—_—

On écrit une équation de moment autour de (A,zs.+) appliquée a 6.

R F46 R — — — —
AE /\IZ_(XDE X5*~)< + yDE ys** + ZDE 25**) + N06 25** = O
5

AE =Db,. (COS(—Y3+ +Bg) Xgex +SIN(—=Y3+ +Bg) Y5ex) =D, Zgux

b, COS(—Y3« +Byg) | = [xoe 0 0
-b, ° Zpg Nog 0

F .
%(bx* COS(—Y3+ +Bq) Ype — Py SIN(=v3+ +Bg)Xpg) +Ngg =0
5

B.lll.2  Sans effectuer de calcul dire comment on peut obtenir le couple au volant.

On écrit une équation de moment sur le levier pendant autour de y et on prend en compte de rapport

de réduction.

C.l1 On demande au candidat de construire le modéle complet en faisant des choix et en les
justifiant tout en tenant compte de ce qui a été vu précédemment. Pour ce faire, il est

nécessaire de définir pour chaque sous ensembles de pieces liées :

e les repéres et les paramétres géométriques associés a ces sous ensembles et
nécessaires a la mise en équation, on pourra compléter I'ébauche de schéma proposée

sur la feuille réponse ;

e la cinétiqgue et la géométrie des masses ainsi que les hypothéses qui y sont

associées ;
¢ les liaisons ainsi que les hypothéses qui y sont associées ;

e Si nécessaire les actions mécaniques extérieures (données) et intérieures (lois de

comportement), ainsi que les équations supplémentaires de type cinématique.
- Solide 1 : Le tracteur

o Etant donné que l'on s’intéresse en priorité au renversement de la citerne, on

supposera que les déformations des suspensions du tracteur sont nulles.

o Les paramétres du mouvement du tracteur par rapport a RO sont données par

0,G; =(x, Z +R yj +2, Z) et (Z,Z) = ¢, . Avec R rayon des roues.
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0 Le tracteur est de masse m1l située au point G1 le tenseur d’inertie est tel que :

_ A, -F -E
|(le Sl) =~ I:1 Bl - D1
- E1 - D1 Cl R,

- Solide 2 : La citerne

0 La citerne est accrochée au tracteur par mécanisme que I'on pourra modéliser
par une liaison sphérique en K, associée a un torseur deffort tel que
Ry = XioXs + Yio Vs + Z1pZ5 - ,
{8 u2): A _12 ® |, la composante de moment modélisant la torsion.
M;, (K) = (— Kip B2 —C1p Bz)xs
0 Les paramétres du mouvement de la citerne par rapport & R1 sont données par

une rotation autour de y,; avec (X;,X;) = ¢, et une rotation autour de x, avec (y,;Y,)=8,, avec

—_—

G,K = (15 E +hg E) G,Cr =(—ty x_e,b—h4 E). 3, {4, h3, h4 étant des longueurs constantes.

0 La citerne est de masse m2 située au point G2 le tenseur d'inertie est tel que

i A, -F, -E,
|(Gza52): _Fz Bz _Dz
_Ez _Dz Cz R,

- Solide 3 : L’essieu arriere

0 L’essieu est accroché a la citerne en CR ( (CR,K) définissant I'axe de roulis) par

une « pseudo » liaison pivot d’axe x,

0 Le parameétre du mouvement de I'essieu par rapport a la citerne est donné par
(yj,svyz) = Bz

- On négligera la masse de I'essieu devant la masse de la citerne.

- Solide i : Les roues i=4,5,6,7,8,9

o Dans la réalité les essieux arriere du tracteur et de la citerne sont doubles et
équipés de quatre pneumatiques. Pour ce modeéle nous utiliserons des essieux simples équipés de
deux pneumatiques.

0 On suppose que les roues sont de méme rayon R et roulent sans glisser sur le
sol. Les parameétres des mouvements des roues par rapport au solide 3 et 1 sont donnés par

(213,2;) =9

0 On négligera leurs masses devant la masse de la citerne et du tracteur.
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0 Les torseurs des efforts du sol sur les roues sont donnés dans les repéres des
plans de jantes des roues par {§ ;}:4_— 0 PP TER

Mgi(J) =0

0 Les roues motrices sont les roues 6 et 7 du tracteur sur lesquelles on applique les

couples Cm6 et Cm7.

o0 Les roues directrices sont les roues 4 et 5 du tracteur. L’angle au volant impose a

ces roues un angle 8d et 8g par rapport I'axe ;; .

o0 L’entraxe des roues sur I'essieu avant est noté v1 et v3 sur I'essieu arriére.
- “Solide j": Le fluide j=10,11,12,13,14...

o On décompose en une masse fixe mFfixe et j masses mobiles identiques mFmo

0 Les positions des j pendules de dimensions identiques agh,
0 Les parametres des mouvements seront Not€s (Y ieme: Ypendule i) = Vpi
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