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PARTIE 1 - PERFORMANCES DU VENTILATEUR

1-1 Moment en O en projection selon : de ’action du fluide sur le rotor

1-1.1 Application du théoréme du moment dynamique

Appliquons le théoréme du moment dynamique au domaine fluide compris entre 1’entrée 1 et

la sortie 2 de la roue du ventilateur en projection selon z :
([ 0nir o .dv=[[[ 03 pif-dv+[[ DM fuds

Calculs de cinétique :
07 [0V oW i
=0(permanent)

0D=S\(entrée)S2(sortie)ISiaterale
o A l’entrée

_ [ - .
Vl=|:V(ll)6’:| n=k, ds=2nR,dz oM :{

Z[OM"V]=Ris VoV

;J. ; (O—Aj/\pl_/»);;'dsz_z'mRﬁpJAVI&, Virdz=—. 7Z'R12p VoV
JS1 J

o A lasortie

—_— _Vzl‘ nd bnd —_—

Va= V(z)e} n=k, ds=2nR,dz oM { 0 }
z

Z[OM"V]=R0 Von=Var

Ej L (OM" oY)V nds=—2.7.R3.p f Vao.Vardz=—2. 7. R2.p. Vao. Vir.s
1 0

o Sur les parois latérales :
La non pénétration implique V=0 d’ou

— ——

I L Z(O—MA PV YV n.ds=0

Actions mécaniques :
. j j | oM p.f.dva0

car pq;; faible d’ot pg négligé devant les autres actions mécaniques.

o A lentrée
-p0 0 -~ =
Fluide parfait : F]{ 0-p0 ] n=—k
0 0-p

bl
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o Alasortie: idem

o Sur les surfaces latérales :

- A
j SlatOM |: :|ﬂdS_C action recherchée.

Equation obtenue :

C=2.7[R3.V20.Var.r—R2.Vio.Vir.e1]

On peut introduire dans cette relation I’expression du débit :
En valeur absolue, on a :

gn=2.7w.p.R.e.Vir=2.7.p.R .e2.V2

Soit finalement :

C= qm-[Rz-Vze - R1°V10]

1-1.2 Application numérique
A ’entré comme a la sortie :
V,.=W,+U, =W, p

v=w+U d’ou w
Vy=W,+U,
W,=W.cos
d’ou on tire V, =W .sin S
v, =L+U
1gp
ety =2y N
2.7.Re 30
A D’entrée A la sortie
U; =80,9 m/s U,=161,8 m/s
Vri=Qv/S1=51,5m/s Vr,=Qv/Sy=51,5m/s
Ver=-29,6 m/s Vo= 134,45 m/s

C =62872,5 m.N

1-2 Théoréme de Bernoulli en mouvement relatif
L’¢équation d’Euler (résultante) en mouvement absolu s’écrit :

([ pVav=[[[ pTav+ [ o huds

qui pour un filet de fluide parfait en écoulement permanent se réduit a :
o2 Cgt/—p._?—grad p avec f=g si fluide pesant.
En observant les mouvements des particules par rapport a un repére relatif 1i¢ a la roue, on a

V= +U et pdy—p.f—grad p avec 7:§—1_—:e—1_—:c
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ici pg est négligé devant les autres actions mécaniques et T .= r.@ 2.k , Te=2.0k W
On integre cette relation le long d’un filet fluide en mouvement relatif en multipliant par
dM=W.dt les deux membres de la relation d’Euler en tenant compte que :

we
dg/ S@Ij/ +gmd—+r0tWAW soit

0

w2 —— —.
p{grad—ﬂ”otWAW M [ grad p+p(—r w%ﬁZwkﬁWﬂdM
4[ w2 U 2
or r. a)zk —grad grad on a donc grad + |grad p

2_772
s0it J{W - }r@_ ou bien W -U.du+8=0
5 = Y
oy w?-U?
en intégrant Y
2 P
w2 -U? Wy -U;
entre I’entrée et la sortie de la roue : ———- +& =2 : +&
2 Yo, 2 Y

Application numérique :
P, —p,=9178Pa

1-3 Rothalpie

L’utilisation du premier principe de thermodynamique en écoulement permanent conduit a :
2_12

Wi+qg=(h2—hl)+% (1)

: r . . 2_12
Si I’écoulement est adiabatique q. = 0, alors mz@z—lnﬂ% or

w—qP %w—(& Vao—R.VAs).co=(Uz V20~Ul.Vis)

D’autre part V=w+U d’ot W2=V24+U-2VU eten reportant dans (1)

VAU ViU, =
2

3 apres simplification il reste :

(hz hl\l

w-U? appelée rothalpie
h+———=cst '
) csie

WU W7+U3 _

AN : D-Ti=
2cp

14,8°C, pour une température d’entrée voisine de 350°C

dou p,= Py _ Al +(py = p) =0,63 kg/m’ et 22 ~1,062
r.T, r[Tl (I, - 1)] P

L’hypothese fluide incompressible reste acceptable.
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1-4 Etude des pertes de charge
1-4.1 Expression de Dy, et S,,

S1:€1.11
52262.12

Swi=e;.l;.cosP; avec /; =2.R;.sin /11

Swy=e,.1r.cosP, avec I, =2.Ry.sin /11

Si Sw de la forme Sw(s) = c.s+d alors
SWZ

eS8 g g 0=0,09726 etd=0,125 /
L \

Si Dh de la forme Dh = a.s+b alors
a:@ et b =Dy, a=0,09673 et b= 0,229

W(S) — QV — QV — qV
11.S, 1l.(cs+d) cs+d

avec ¢,=Qv/11

1-4.2 Perte de charge linéique a ’intérieur de la roue
W2(s)

_qds >
dJ—/l.Dh. 3 d’ou

[ d 1 1 Al
J=24 S =/1q—V.( j[ s .h{"s H
2 ¢ (as+b)(cs+d) 2 \ag—cb)|cs+q ad—ch cs+d )|,

AN : J]inéique =641 J/kg d’ou Aplméique =379Pa

1-4.3 Perte de pression totale

V2 ) : . " L
Jszf.T avec V vitesse du fluide en amont de la singularité. V=% avec d diametre de
’arbre.

AN : V=106,9m/s
Jsing = 857 J/kg d’00 Apg, pyiicre = 506Pa

L’application du théoréme de Bernoulli entre I’entrée et la sortie du ventilateur conduit a :

WIZEUIZ : 1;1=W225U22 : [/’)2 rJ1 avec J1= JugtJsing= 885 Pa

d’ou on tire py-p; = 8300 Pa.

Or au point de fonctionnement, la différence de pression réelle n’est que de 80000 Pa. On en
déduit qu’il y a encore des pertes non prises en compte. La caractéristique du ventilateur est
réalisée dans des conditions normalisées ou les pressions sont mesurées en des points qui ne
sont pas directement en sortie de ventilateur.
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PARTIE 2 - ECHANGES THERMIQUES

2-1 Justification de la différence de température :
La zone située a I’extérieur de la roue est une zone ’morte’’ ou le fluide est au repos : on a
des conditions qui sont proches de celles de 1’état générateur soit :

2
= 143%/2126 = 9,6°C

( Hext —ant)

:2.Cp

Or on enregistre une température plus faible. Il ne peut y avoir différence de température en
régime permanent, que s’il y a un flux de chaleur qui s’établit.

Cela signifie qu’il y a un échange de chaleur non négligeable entre cette zone et le local ou est
positionné le ventilateur.

2-2 Phénomenes en jeu

0, et 0, sont les températures de parois Ocxi
respectivement extérieures et intérieures. Oine
Convection
forcée /
Convection forcée
écoulement interne

2-3 Modele

Pour une surface élémentaire ds = 2.7.r.dr, le régime étant permanent, le flux est conservé a
travers la paroi. De plus, les dimensions transversales étant trés grandes par rapport aux autres
dimensions, on suppose le probléme unidimensionnel. On a donc :

o d® =h;.(6;-0,).ds (0e-61) = dD/( h;.ds)
o d® =A.(0,-0,).ds/e (0,-6,) = dd.g/(A.ds)
o d® =h;,.(0,-6.).ds (6,-6;) = dD/( hy.ds)
d’ou 6,-6,=do. ! + ! + ! et d(D:BG_ef
o h.ds Ads  h,.ds R,
£
L .
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2-4 Modé¢le simplifié

o Evaluation de h; (écoulement interne)

_WnDn_30x0,3 5
Re= > —50'10_6—4,8.10 turbulent

Nombre de Prandtl
Pr=p.cy/A = 0,688 >0,5

D’ou Nu=0,035.Re™® . Pr"* =1084,5 _ Dy on tire h; =162,6 W/m*.K

50
o hy=90 Wm?K

o Calcul de la surface d’échange

Séchange=SN/COSY avec SN=(D22-D12).n/4 =10,66 m’ pour une face de rotor.
o Calcul de la résistance thermique

1, 1,11 _0-0,
Rin= /’ll.+i+k2. S et O= R

£
D’ou @ = 12025 W par face de rotor soit moins de 25 kW pour I’ensemble de la roue.

Compar¢ a la puissance échangée entre le fluide et la roue P = C.c0o = 4,9 MW cela représente
0,05% ce qui justifie I’hypothése d’adiabadicité.
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PARTIE 3 : STABILITE DU ROTOR

Partie 3-1 Mouvement du rotor

3-1.1 : Expression des torseurs d’action au niveau des paliers :

M a(huile/ Sy=CuaZs

Avec AA=0A-0A4=xX o+ yfo +dZs—d Zo

Zz(Z_otcosa+}osina)cos ﬂ—Yg.sin S soit en ne gardant que les termes d’ordre 1
8 s AW

d’ou I‘f:(x-kd.a)z;ﬂ—(y—d.ﬂ).%

de méme on obtient Eﬁ’":(x—d. a))z+(y+d. /)’)1_’(;

finalement

X4 Z—Kxx.(x+d. a)—ny.(y—d.,b’)
Yi=Kx. (X+d. a)—Kyy.(y—d.ﬂ)

{X B=—Kxx. (x—d . (Z)—Kry. (y+d . ﬁ)
Yo=K . (v—d.)—Kow.(y-+d. )

3-1.2 Equations de mouvement :
Pour les mouvements recherchés, on choisit le théoréme de la résultante dynamique appliqué

au rotor en projection selon Xo et ¥o. On développera les calculs en ne gardant que des

termes du premier ordre en ce qui concerne les parametres X, y, a et 3 dans les expressions et
équations.

e Calculs de cinétique :

Ra(S/Ro) MF(G/Ro)+mF(P/Ro) soit en projection sur les axes concernés :

.............................................
..............

Ry(STR)Xy =M.~ [V(G/R)Xo]+m—[V(P/R)Xo] 52[0GX0}+m,j_;[5‘1'3',}?;]

.............................. 2

TR ol [V'(é'/ko's y0]+m_[v'us'/;e;3 yo] .%[oa.y'oym.j_;['o’ﬁ};j

o) OG X. X 0+ Y 0. o .
o) OP==xXo +yYo +[aX +cZ ]
d’ou on tire finalement
M%z(M +m).xX—m.a.w*.cosgp+m.c.d
m:(M +m) y-m.a.@?sing—m.c.f

¢ Bilan des actions mécaniques :
o Pesanteur : Fz—(m+]\4).g5”0
o Action de I’air : F(air/S)=XX»+YY> d’ot F(air/S)Xo=X et F(air/S)Yo=Y
o Action du moteur : F(moteur/S)Xo=F(moteur/S)Y =0
o Action des paliers : F(paliers/S)=(X1+X5) Xo+(Ya+Ys) Yo
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Avec XA+XB:_2.X.KVX_2.y.ny et Y/4+YB:—2.X.ny—2.y.Kyy

e Equations obtenues
(m+M)x+m.c.a=m.a ®*cosp—2.x.Ku—2.y.Kxy+X
(m+My—m.c.f=m.a@*sinp—2.x.Kyx—2.y.Kyy+Y—(m+M).g

3-1.3 Simplifications
e La symétrie de révolution de la roue, du champs des vitesses et des pressions induit
des composantes X et Y nulles (ou de tres faible amplitude).
e Il convient de comparer les quantités m.c.&Z, m.c.f par rapport aux autres quantités des
équations.
o La quantité ¢ = 20 kg alors que aw’=5940 m/s* , impliquent que les
accélérations angulaires en o et 3 devraient €tre trés grandes pour étre
significatives par rapport & a.c”.
o Pour positionner les deux premiers termes des équations on a :

%:%Q:Wﬂmooo. I1 faudrait aussi que les accélérations angulaires en o

et B soient énormes pour étre prises en considération.

e Sid’autre part on pose A= X et § = y-Ysiatique aVEC ysmt:]‘/llgm , les équations
Yy

deviennent :

(m+M)1+2. 2. Krt2. EKxy=m.aw*cosp
(l’l’H‘M) §+2.1.ny+2. é:.Kyyzm.CIQ)ZSin¢

3-1-4 Stabilité des mouvements :
Il s’agit de positionner les valeurs propres r de I’opérateur linéaire associé au systéme
différentiel homogéne :

5 (M+m)2 ny Kyy § 0
On trouve 2 solutions soit r; = 0,68 et r; = 0,59 positives donc mouvement stable.
On tire par ailleurs ®; = 0,82 rd/s (N; = 7,9 tr/min) et w, = 0,77 rd/s (N, = 7,3 tr/min).

Ces vitesses sont environ cent fois plus petites que la vitesse de rotation nominale : il y a peu
de risques de grandes amplitudes vibratoires.
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Partie 3-2 Dispositif d’équilibrage dynamique

L2 L/2

0, e ___ 0O

7'}
v
A
|:!:| v
e
!
|
A\
N

»
»

Ys a

3-2.1 Paramétrage

e le rotor a une masse M , un centre de masse G tel que O0:G=aX +bY+cZs et un

. e A-F-E

opérateur d’inertie los=| —F B —D
-E-DC s

e Les masselottes d’équilibrage sont considérées comme ponctuelles de masse m; et

r.cosO;
situées en P;tels que OsPi=| 7.sin6
L2 |,

3-2.2 Conditions d’équilibrage
Le centre de masse de 1’ensemble doit étre situé sur 1’axe de rotation Z et Z d01t étre
principal d’inertie, ce que 1’on peut traduire par :

M. a+r.(nmi.cosA+mz.cosGh+ni.cosGs+macosds)=0
M. b+r (misin@+m2sin@-+mssinés+masinfs)=0

D+rL (m1 sin@+n2sinGh—m3sinGs—masinés)=0

E+r& (ml CosA+m2.costh—ni.costs—macosts)=0

3-2.3 Commentaires

On a 4 équations et 8 inconnues. La géométrie du systéme impose L et r. Il faut se fixer 4
grandeurs. On peut par exemple poser m=m. Il reste a résoudre le systeme des 4 équations
pour déterminer les positions angulaires. C’est ce qui est a la base de I’automatisation de ce
dispositif.
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PARTIE 4 - DEFORMATION STATIQUE DE L’ARBRE

4 — 1 Fonctions d’interpolation

Le champ de déplacement est donné par la relation suivante :
v(x) =a,+a, x+a, x>*+a, x°
Et nous avons les conditions :
v(0)=v, a,=v
v'(0)=6, . a,=0,
v(l)=v, ce qui nous donne a,+a,l+a, 12+a3l3=vj
v'(1)=0, a+2a,l+3a,1?=0,
La résolution du systéme précédent conduit alors a :

2 3 3 2 3 2 3
v(x)= 1—3x—+2x—3 v, +| x— 2—+— 6, + 3——2—3 v+ -2+ g
2 / [ I? rl’ A E N

D’ou I’on peut sortir les fonctions d’interpolation :

2 3 2 3 3 2
N=135 0% N=x 2T N =Y pY =TT
T T T

4-2 Energie de déformation

L’expression de 1’énergie de déformation d’un élément de poutre droite de section variable
sollicité en flexion est donnée par la relation :

1 M2
F == dx
def 2j EIl

4-3 Expression matricielle de I’énergie de déformation
A partir de I’équation de la déformée d’une poutre (théorie de Bernoulli), I’énergie de
déformation d’une poutre en flexion peut encore s’écrire :
1 X
Wop == EIv*dx
2 2 x;
Et nous avons :

V(x)= [——+12 3}\/,+[—£+6£:|9.+[2—12£3:|V.+[—£+6£:|<9.
E N R M A M ARl i

Soit encore :

V(@ =[8] ]

L’expression de 1’énergide de déformation devient alors :

W=t T ko] avee e[ e 1[5 ]8T ax

4 — 4 Calcul du premier terme de la matrice de rigidité
Le premier terme de la matrice de rigidité de 1’élément N° 6 est donc donné par I’expression :

[ 6 36 ’
KfI:E'[OI[—I—ZHZZ } dx E%3—2 D“[l—zﬂ dx
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Dans cette expression, x représente la variable comptée a partir de 1’extrémité de 1’élément.

2
Ko = E;z §6 1660 +510(/—x)] { J dx

Pour étre homogene, les distances doivent étre exprimées en mm.
Soit encore :

KS=E ”36j[150x+5101] [1 21} dx

On a donc une fonction polynomiale du sixiéme degré en x a intégrer. Pour pouvoir utiliser la
méthode d’intégration de Gauss-Legendre il faut faire le changement de variable suivant :

g:—1+2§ = x:é(l+§) = dx:édcf

Ce qui nous conduit alors a :
36 4 T 9
KS=EZ2[150+8)+510] & d B
(= £ [ saroesio) e ae=E T [
Et donc numériquement on obtient avec la methode d’intégration de Gauss-Legendre a trois

points d’intégration :

4 4
Kk =gZ233 75\/§+585 + —75\/§+585
" rP1695 5 5

Soit, avec £=206 GPaet /=x, —x,=3100—-1950=1150mm
K =19,80 10° N /m

[75§+585] Erdé

4 — 5 Travail des forces de pesanteur
Ona:

Wo=[ psvar=["psv [olax=[" ps[v] ax.fo] =[F. Jl]

4 — 6 Calcul du deuxieme terme du vecteur pesanteur
Pour le deuxiéme terme on obtient :

D’ x* X Pl ) x ) (xY
x=25+ - |de =L [ (150451007 | —=2) = | +] = |
[ 1 41 h Y !

Pour I’intégration de Gauss-Legendre, on fait le changement de variable :

X / /
=—1+2— = x==—(1+¢) = dx=—d
& ;= S(1+8) = dv="de

M{=Fi=[ pSN,dv=p[”

Ce qui nous donne :
o_prl’ 148 (1+&Y (1+&Y
B = j(75§+585) M 5 j 2[ 5 ) +( 5 Ndf

Fe :pé”f j_11(75§+585)2 (1-g-&>+&)de

Et donc numériquement on obtient avec la méthode d’intégration de Gauss-Legendre a trois
points d’intégration :
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2 2 3 2 3
F;:p”l 5 75\/§+385 1—F—§+ 3 |+s —75\/§+385 1+\E—§— 3 +8(585)
64*9 5 5 5 Vs 5 5 5 \\s

Ce qui nous donne avec les valeurs numériques :
F =181 N.m

4 — 7 Déplacement et rotation de I’arbre

Soit 1 le numéro du nceud i de 1’élément I (abscisse 730 mm), soit 2 le numéro du nceud de
jonction entre les deux ¢léments I et II (abscisse 4150 mm) et soit 3 le numéro du nceud j de
I’¢lément II (abscisse 7620 mm). En tenant compte des conditions d’encastrement des nceuds

1 et 3 (degré de liberté égal a zéro) et du poids du disque qui s’applique sur le nceud 2, on peut
écrire le systéme matriciel suivant :

56313 N 47350 N 93600| | 202550 +182070 —556600 + 504820 v,
- 34669 32896 0 | |-556600+504820 1653564200+ 1522615400 o,

V2

Comme dans la matrice de raideur, les termes sur la diagonale secondaire sont tres faibles, on
a pratiquement un découplage de nos deux inconnues. On obtient alors une fléche de 0,51 mm
et un angle de rotation de 8 10 rd. Une erreur dans 1’énoncé avait conduit a multiplier les
valeurs données dans les matrices de raideurs par 10° et de ce fait les candidats ayant conduit
les calculs jusqu’au bout trouvaient une fleche de 0,51 m. En général, ils ont fait des
remarques sur la valeur excessive trouvée et ont eu un comportement responsable.

L’angle de rotation provient du fait que I’arbre et le chargement ne sont pas symétriques.
Toutefois, en conclusion, on peut dire que méme avec une roue de rayon extérieur de 2,1 m,
cet angle de rotation, qui est tres faible, n’a que trés peu d’influence sur un déplacement
d’extrémité de la roue. C’est un bien car sinon, il aurait fallut prévoir un jeu suffisant entre la
roue et le carter et le rendement du ventilateur aurait été réduit.

4 — 8 Prise en compte des raideurs de paliers

Pour prendre en compte la raideur des paliers, il faut revoir la modélisation précédente et
utiliser un mod¢le avec 6 degrés de liberté (vi, 01, v,, 62, v3, 03) si I’on intégre la raideur en
rotation des paliers. On peut employer les valeurs de raideurs K, de palier données dans la
question 3-1 pour les raideurs linéaires, mais il faut encore définir les raideurs angulaires.
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»lg
Ll

V3
Kyy

Par contre, si I’on considere que la raideur en rotation des paliers est trés grande, on peut alors
se ramener a un modele avec 4 degrés de liberté (v, v, 02, v3)

V2

V3
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PARTIE 5 —- DIMENSIONNEMENT DU DISQUE

Partie 5-1 : Roue équivalente

1-1 Ona:e=ar+b

Avec:e;=a.R;+b et e2=a.R,+b
On obtient donc a=22"% b=e —a.R, = e-R, —e) R,

R, —R, R, - R,
I-2  Ona:
m=[p.dv=2zp, [ rlar+b)dr=2mp, E(Rf —R13)+§(R22 —Rlz)}zzzp, K,

D 1i
Avec K, =%(R23 —R13)+§<R22 ~R?)
Ce qui nous donne : p, = mK = m .
g 27{‘31<R23—R13)+2(R22—R12)}

1-3  En isolant une portion de disque d’angle au sommet dO, et en écrivant 1’équation
d’équilibre dans la direction radiale, on obtient :

ge, R d0=[ ro? p,dv=o? p, d@j: P (ar+b)dr=’ p, d@[%(R;* —R14)+§(R23 —Rf)}:a)z p dOK,

Avec K, :%(R24 —R14)+§(R23 ~R/})

a b
o' o K @’ p, ‘: " (R24 _R14)+3 (R23 _R13)}
Ce qui nous donne : o, =¢g= Pria _

e, R e, R,

1-4 On obtient les valeurs suivantes :

a=-048 bh=1,50m
K;=1,19m’ pr= 1266 kg/m’
K;=1,88m* g =22510°Pa=225 MPa

1-5  Les effets d’écoulement du fluide dans les aubes se traduisent essentiellement par un
couple sur I’arbre moteur. En tenant compte du rendement global, ce couple a pour
expression :

P
C=n—
@
Sur la couronne périphérique du disque, ce couple va se traduire par 1’application de
contraintes tangentielles orthoradiales o, = ¢’ que l'on peut en premicre
approximation considérer comme constantes. On a alors :
C:27rR12 e,0,

Ce qui nous donne :
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nP

- 2
27 R e, w

'
Gr&

On obtient : C=3610"m.N et ¢’ =G = 8,65 107 MPa
Cette derniére contrainte est tres inférieure a celle due a I’effet centrifuge de la roue.

Partie 5-2 : Etat de contrainte dans le disque de liaison

2-1

2-2

2-3

2-5

La loi de comportement s’exprime sous la forme :

zz[mj[@_mzw(z)i]

Comme la contrainte G, est nulle, a partir de la loi de comportement on peut écrire :
E
o =0=[mj [1-2v)e. +v(s, +em+e.)]

On obtient alors :

D’ou la relation :

= 1-2v
ir\e =8rr + 86’9 + gzz = 1 (grr +859)

Avec la loi de comportement, on obtient :

Jrr :£ £ 2 J(grr +V859)

l1-v
E
Ogo = 2 (v, +&4)
I-v
. du u,
Pour les déformations on a : g, =d—’ s Egp =
r r

Ce qui nous permet d’obtenir les composantes du tenseur des contraintes :

E [a’ur ur}
o, = 5 +v
I-v dr r
Opy = £ vdu’ + 4
Yo 1=v? dr r

M¢éthode : On utilise un schéma de résolution a partir de I’hypothése formulée sur le
champ de déplacement. L.’état de contrainte qui en découle doit vérifier d’une part les
équations d’équilibre et d’autre part les conditions aux limites sur les efforts. Il faut
aussi valider les conditions aux limites sur les déplacements pour obtenir au final la
solution du probléme.

Seule la premiére équation d’équilibre est intéressante. Elle conduit a :
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d O-rr

dr
Ce qui nous donne en fonction du champ de déplacement :

d’u, ny ldu, u, +l(l—v) du, u,\ 1-v? W’ 7
dr’ rdr r*) r dr r E r

D’ou I’équation différentielle :

2 2 2
4 ld(rur) =d Z’+ldu’—u—’2'=— 17y po’r=—Kr avec K= 17V pa’
drir dr dr rdr r E E

+l(arr—099)+pf,=0 avec f.=w’r
r

Négliger le poids du disque revient a considérer que le second membre de notre
équation différentielle est nul. On a alors :

d [1 d(rur)} d’u, 1du, u,
—| = =" +— -—4=0
drir dr dr rdr r

Ce qui nous donne la solution générale :

C
u =Cr+—=
r

Avec :

Les conditions aux limites conduisent aux relations :
r=R, — u, =0

{r =R, — o,=¢q

On obtient alors les équations suivantes :

C R0+&:0
R

0

g5

Ce qui nous donne :
6= G
RO

D’ou:
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R’>R’ 1-v?
C —_ 0 1
2 {(I+V)R12+(I—V)ROZ}( £ Jq

On obtient ainsi :

=R\ (1-v?
ur:K3( ro I q

2-7  En fonction des contraintes principales, la contrainte équivalente de Mis¢s est donnée
par la relation :

= (0-1 — Oy )2 + (0_11 —Om )2 + (0_111 —0; )2

20y,

Dans notre cas nous avons : o,=0
On obtient alors :

=Jlo’ )= y-3
O-VM - O-rr - O-rr 0-99 + 0-99 - O-rr + O-HH - O-rr 0-99

Avec :
aﬁ( Ezj{(lw)cl‘(l_—zvjcz}:&f(1+v)r2—(1—v)Roz
1-v r r

Gy =[1_EV2 j{(lw)q +(1;—zvj c, }: K af110)r +(1-v)R,]

r

Ce qui nous donne pour la contrainte de Mis¢s :

[ K32q \/[2 (lJrv)rz]2 -3 [(1+V)2 r—(1-v) R04]

r

- :%J(m)z P 3(1-v) R,

2-8
K;=0,7 C;=51610" C,=-1,04 10" m?
Ce qui nous donne :
u(R)=044mm  o.(Ry)=238MPa ou(R)=71 MPa  owm(R) =
212 MPa
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La contrainte de Misés peut prendre aussi la formulation suivante :
4

o =K, q\/(l+v)2 +3(1—v)21i—3

On constate alors facilement qu’elle sera la plus élevée dans le disque pour le rayon le
plus petit, soit pour Ry. On peut donc dire qu’un acier ayant une limite élastique a 240 MPa
peut convenir vis-a-vis d’un simple dimensionnement élastique.

2-9  Commentaires complémentaires et hors sujet

Si nous n’avions pas négligé le poids du disque, le calcul aurait été plus complexe. Il
aurait conduit au résultat suivant :

ar,z(lizj[—egv)mz+(1+v)c1—(1;—zvjcz}
a%=[ £ J{—(I+S3V)Kr2+(l+v)q+( ;ZV)CQ}

1—v?

[y

Les conditions aux limites conduisent aux relations :
r=R, — u,=0

{’” =R, — o0,=¢q

On obtient alors les équations suivantes :

C, RO+§=5RO3
R, 8

0

(1+v)cl—[11;2v]q:(l_vzjq+ (3+V)KR12

1 E 8

Ce qui nous donne :

C =§R02 —RC—OZZ
B o S

P = o
o (el e SULR

Soit avec :

K, =

(1+v)R>+(1-v)R,’
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2
CI:§R02+K3H1_EV jq+§(3+v)R12—(l+v)R02]}

C =K, R, Hl_;qu+§[(3+v)Rlz _(1+V)R02]}

On obtient ainsi :

LI AN

r

L’application numérique donne alors les valeurs suivantes :
K=2,0110"m?  K;=0,7 C;=5.8010" C;=-1,16 10" m?
Ce qui nous donne :
u (R;) = 0,47 mm on(Rp) =263 MPa  opo(Rp) =79 MPa  ovm(Ry) =
234 MPa

On remarque alors que I’approximation retenue entraine une erreur de 1’ordre de 10 %
et que 1’on est beaucoup plus proche d’une limite €lastique a 240 MPa.
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COMMENTAIRES SUR L’EPREUVE DE MECANIQUE DES
SYSTEMES ET DES MILIEUX CONTINUS

PRESENTATION DU SUJET

Compte tenu de I’importance des questions énergétiques en ce début du XXI™ siecle, le sujet
accordait une part importante a I’évaluation des pertes dans un syst¢eme de ventilation d’une
cimenterie industrielle. Les puissances mises en jeu, qui sont de plusieurs mégawatts, invitent
a la plus haute attention quant a 1’évaluation et a ’amélioration des différents rendements
d’une telle installation. A ce titre, les différents modeles proposés permettaient d’affiner
I’estimation des pertes dans le systeéme aéraulique.

Les parties mécanique générale et mécanique des milieux continus ont permis d’évaluer les
capacités des candidats a vérifier le bon fonctionnement dynamique et la tenue de sous
ensembles du systeme étudié.

eme

PARTIE 1 — PERFORMANCES DU VENTILATEUR

Cette partie invitait les candidats a aborder les problemes d’écoulement de fluides dans un
ventilateur et a retrouver les relations habituellement utilisées dans la théorie des
turbomachines. L’approche proposée allait du modele le plus élémentaire (fluide parfait,
écoulement adiabatique) a la prise en compte des différentes pertes de charge dans le rotor. La
donnée des performances réelles du ventilateur appelait a s’interroger sur les limites de la
démarche proposée.

On notera que la moiti€ des candidats n’ont pas abordé cette partie.

Le théoreme de Bernoulli en mouvement relatif et I’'introduction de la rothalpie n’ont pas fait
I’objet de démonstration réelle pour ceux qui ont abordé ces questions.

L’approche des pertes de charge a rarement débouché sur des calculs aboutis.

Par ailleurs certains ont bien remarqué que certaines questions étaient indépendantes et ont su
en tirer partie avantageusement.

PARTIE 2 - ECHANGES THERMIQUES

Il s’agit d’évaluer les échanges thermiques a I’intérieur du ventilateur afin de vérifier si
I’hypothese d’écoulement adiabatique dans le rotor est justifiée.
Dans un premier temps, les candidats étaient invités a expliquer qualitativement pourquoi il
existe un différence de température entre le fluide circulant dans la rotor et 1‘extérieur de la
roue. Puis il s’agissait d’élaborer un modele élémentaire de dissipation d’énergie calorifique.
Cette partie a été abordée par plus de la moitié des candidats. Si le modele élémentaire est
souvent établi, on constate des difficultés a :

e identifier la convection libre et la convection forcée

e ¢&valuer un coefficient d’échange par convection

e faire un positionnement relatif des échanges thermiques par rapport aux énergies

mises en jeu.
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PARTIE 3 — STABILITE DU ROTOR

Cette partie s’inscrivait dans une démarche de vérification du bon fonctionnement du systeme
lors d’une modification de technologie des paliers. Elle faisait appel a des aspects classiques
d’un cours de mécanique générale et ne présentait pas de difficultés particulieres.
C’est la partie la plus largement abordée du sujet (seulement 11 copies sans partie 3) par les
candidats dont certains s’en sont bien sortis.
Il convenait de choisir une mise en équation par les théorémes généraux qui compte tenu des
questions posées se réduisaient a appliquer le théoréeme de résultante dynamique selon 1’axe
horizontal et 1’axe vertical.
Le contenu des copies montre que :
e de nombreux candidats ont cherché a utiliser sans discernement les six équations les
entrainant dans des calculs longs et fastidieux
e [’obtention des équations simplifiées s’opere, la plupart du temps, sans justification
particuliere. Cela conduit souvent a négliger le poids du rotor de 14 000 kg de masse
e les conditions d’équilibrage sont correctement énoncées mais conduisent le plus
souvent a une exploitation qui releéve d’un cours sur I’équilibrage, non adapté au
systeme proposé qui comportait quatre masses de compensation.
e le paramétrage est le plus souvent incomplet.

PARTIE 4 — DEFORMATION STATIQUE DE L”ARBRE

Dans cette partie, la problématique était 1’étude des déformations de 1’arbre et des
conséquences sur le jeu nécessaire entre les aubes et le stator. Pour aborder le probleme, une
solution par un calcul employant la méthode des éléments finis a été envisagée. Elle
nécessitait tout d’abord de décrire de facon classique la méthode en construisant les éléments
de base en flexion et en montrant comment 1’on peut obtenir certaines valeurs numériques
d’intégrales. Puis, a partir d’une modélisation simple en deux éléments et avec des conditions
aux limites tres simples, il était possible d’accéder aux valeurs de déplacement et de rotation
de la section considérée.

Bien que trés classique, cette partie a laissé indifférent la moitié des candidats. Pourtant la
méthode des éléments finis est maintenant couramment exploitée a tous niveaux de
I’enseignement technique et de 1’industrie. Il convient donc que les futurs enseignants soient
en capacité d’en expliquer les fondements a leurs éleves.

Il est a noter que cette partie était clairement scindée en deux et qu’il était tout a fait possible
de traiter la fin sans avoir abordé les fondements préliminaires.

Dans les copies on trouve des fonctions de forme données sans explications ou démonstration.
Cela peut représenter un bel exemple de mémoire mais n’est pas vraiment digne d’un
enseignant qui se doit de connaitre les démonstrations plus que les résultats. Peu de candidats
fournissent les démonstrations permettant d’aboutir effectivement a la matrice de rigidité d’un
élément de poutre en flexion.

PARTIE 5 — DIMENSIONNEMENT DU DISQUE

L’objet de cette partie était de vérifier I’épaisseur du disque de liaison entre I’arbre et la roue
du ventilateur. Dans un premier lieu, il convenait de définir les caractéristiques d’une roue
équivalente afin de déterminer le chargement appliqué. Puis, une application, en considérant
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le disque en état plan de contrainte, permettait d’obtenir 1’état de contrainte en tout point et de
faire la vérification souhaitée.

Tres classique en mécanique des milieux continus, le theme a été abordé par de nombreux
candidats. Hélas certains n’ont pas su interpréter correctement le fait que nous avions un état
plan de contrainte et trés peu ont abouti a une expression du champ de déplacement qui soit
correcte. Les conditions aux limites envisagées étaient parfois folkloriques.

Le calcul du chargement aéraulique n’a été abordé que par tres peu de candidats. Toutefois ne
présentant aucunes difficultés majeures, il permettait d’aboutir rapidement a un résultat.

CONCLUSION

Comme les années précédentes, on observe que de nombreux candidats semblent faire des
impasses sur des parties importantes des disciplines fondamentales de la mécanique. Cette
année, I’accent a été mis tout particulicrement sur les aspects énergétiques qui doivent étre de
plus en plus présents dans les préoccupations des formateurs des disciplines techniques. Les
autres parties restaient plus classiques et, dans ces domaines, on aurait pu s’attendre a de
meilleurs résultats.

Les notes s’étalent de O (copies blanches) a 19,6. La moyenne étant de 7,12. L histogramme
des notes est le suivant :

Notes finales de I'epreuve

12

10

: Il

o 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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