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NOTATIONS - VALEURS NUMERIQUES� N : nombre de spires par branche du bobinage de polarisation.� n1 : nombre de spires par branche du bobinage 1.� n2 : nombre de spires par branche du bobinage 2.� �0 : perméabilité magnétique du vide (� perméabilité magnétique de l’air).� �r : perméabilité magnétique relative du matériau du cylindre.� RA;RB ;RC : réluctance des entrefers repérés par les pointsA;B;C.� r : réluctance du cylindre.� R0 : réluctance de l’entrefer lorsqu’il est égal àe.� 'A, 'B , 'C , 'D, 'E , 'F , 'G, 'H : flux magnétiques partiels qui traversent respectivement les entrefersA,B, C,D,E, F ,G,H.� �A, �B , �C , �D, �E , �F , �G, �H : flux magnétiques totaux qui traversent respectivement lesentrefersA, B, C,D,E, F ,G,H.� D : diamètre du cylindre.� S : section d’une branche à travers laquelle le flux magnétiquepasse.� S1 : section à travers laquelle le flux magnétique passe dans le cylindre.� e : entrefer (distance séparant le cylindre d’une branche) lorsque le cylindre ne vibre pas.� eA; eB ; eC ; eD; eE ; eF ; eG; eH : entrefer au niveau des branches notées respectivementA;B;C;D;E; F;G;H.� v1(t) : amplitude de la vibration du cylindre selon l’axeAE (variation de la position du cylindre par rapport à sa
position de repos).� v2(t) : amplitude de la vibration du cylindre selon l’axeHD (variation de la position du cylindre par rapport à sa
position de repos).� _v1(t) : vitesse de vibration du cylindre selon l’axeAE.� _v2(t) : vitesse de vibration du cylindre selon l’axeHD.� I : courant qui circule dans la bobine de polarisation.� !0 : pulsation naturelle du cylindre (2:�:7800 rad:s�1).� 
 : vitesse angulaire de rotation du gyromètre.� k
 : coefficient de Coriolis (5; 581162:10�3 kg).�M : masse équivalente du cylindre (7; 513045:10�3 kg).� Q : coefficient de qualité du cylindre (4200).� f(X0) : fonction caractérisant la déformation axiale du cylindre(X0 = x0H ) (f(X0) = 3; 7052).� Gex
 : gain du bobinage d’excitation (Gex
1 = Gex
2 = 0; 08).� Gdet : gain du bobinage de détection (Gdet1 = Gdet2 = 0; 08).� p : variable de Laplace.� V1(p) : transformée de Laplace du signalv1(t).� Nous utiliserons des lettres majuscules pour exprimer la transformée de Laplace d’un signal.� (:::)T : en notation vectorielle, "T" désigne le vecteur transposé. Il en est de même pour une matrice.
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Introduction

Ce devoir traite de la mise en oeuvre d’un capteur : un gyromètre. Il est utilisé pour mesurer une vitesse de
rotation autour de son axe. Les gyromètres sont composés généralement d’un élément sensible accompagné d’une
électronique de commande. L’objectif étant d’obtenir un signal de mesure propor tionnel à la vitesse de rotation ainsi
qu’une grande précision de mesure. Afin de diminuer les non linéarités introduites par exemple par un défaut de
fabrication "mécanique", nous utilisons une structure bouclée.

Le devoir est composé de trois parties indépendantes :
– Modèlisation d’un gyromètre mécanique vibrant ;
– Commande du gyromètre ;
– Implantation du dispositif de commande dans un composant programmable.

PARTIE 1 Modèlisation d’un gyromètre mécanique vibrant

La modèlisation du gyromètre mécanique vibrant est décomposée en cinq sous-parties.

FIG. 1 – Vue générale du gyromètre

1.1 Bobinage de polarisation

Le bobinage de polarisation est parcouru par un courant continu notéI, permettant de créer un champ magnétique
continu. Il possèdeN spires par branche. Le bobinage est montré sur la figure (6).

Le circuit magnétique est constitué de huit branches (pour le stator), par un cylindre (le "rotor") et par un entrefer.
Le flux magnétique ainsi créé circule d’une branche à l’autreen passant par le cylindre.

Nous ferons les hypothèses suivantes :
– le cylindre est parfait,
– pas de flux de fuite.
Pour des raisons de symétrie, le cuicuit magnétique total peut être décomposé en huit circuits magnétiques élé-

mentaires comme indiqué sur la figure (7). Nous supposerons la perméabilité magnétique des branches du stator
infinie.
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FIG. 2 – Vue détaillée du gyromètre : à gauche le boitier, au centre le cylindre vibrant et à droite les différents
bobinages

1. 1. 1. Donner la définition du théorème d’Ampère.

1. 1. 2. Pour un bobinage isolé, donner la relation qui lie :Umm (force magnétomotrice),R (réluctance du tube
de flux fermé, associé au bobinage) et' (flux magnétique).

1. 1. 3. A partir du théorème d’Ampère, calculer les réluctancesRA, RB respectivement des entrefers repérés
par les pointsA etB et la réluctancer du cylindre. Nous considèrerons queS1 = S.

Pour l’étude du circuit magnétique de la figure (7), il est également possible d’utiliser les analogies électriques
données sur le document réponse (1).

1. 1. 4. Complèter le document réponse (1) en plaçantRA,RB, r,NI,'A et'B les flux magnétiques traversant
les entrefers aux pointsA etB.

1. 1. 5. Déterminer l’expression des flux'A et'B en fonction deN , I, �0, S, e et r.
Chaque entrefer est commun à deux circuits élémentaires.

1. 1. 6. Exprimer le flux magnétique total�A qui traverse l’entrefer enA.

1. 1. 7. En déduire les expressions des flux magnétiques�B , �C , �D, �E , �F , �G et �H qui traversent les
entrefersB, C,D,E, F , G,H.

1. 1. 8. Exprimer l’amplitude du champ magnétiqueBpol dans les différents entrefers en fonction de�0, N , I,e, r, etR0 = e�0S .

1.2 Bobinages d’excitation et de détection

Sur le même circuit magnétique (partie stator), deux bobinages d’excitation sont mis en place afin de pourvoir
mettre en vibration le cylindre. Les bobinages sont disposés comme indiqué sur les figures (8) et (9). Ils se composent
respectivement den1 spires/branche pour le bobinage 1 et den2 spires/branche pour le bobinage 2.
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Pour des raisons de simplicité et de couplage magnétique, les deux bobinages d’excitation sont également utilisés
pour la détection de la vibration du cylindre. En effet un dispositif de séquençage permet d’utiliser les bobinages soit
en excitation soit en détection.

Nous supposerons que la vibration du cylindre a lieu selon l’axeAE (également nomméaxe 1). Ceci induit une
modification de l’entrefer au niveau de chaque branche caractérisée par :eA = eE = e+ v1(t)eC = eG = e� v1(t)eB = eD = eF = eH = e

Nous conservons les hypothèses faites pour la partie 1.1 (pas de flux de fuite et le cylindre est considéré parfait).
Toujours pour des raisons de symétrie, le circuit magnétique total peut se décomposer en quatre circuits magné-

tiques élémentaires comme indiqué par la figure (10).

1. 2. 1. A partir du théorème d’Ampère, déterminer les réluctancesRA, RB , RC et r respectivement des
entrefersA, B, C et du cylindre. On prendraS1 = S.

1. 2. 2. En vous inspirant du schéma fourni par le document réponse (1), donner le schéma électrique équivalent
du circuit magnétique élémentaire décrit par la figure (10).Vous placerez sur le schémaRA, RB , RC , r, NI,'A, 'B et'C les flux magnétiques qui traversent les entrefers aux pointsA,B etC.

1. 2. 3. Calculer l’expression de'A le flux magnétique de l’entrefer au niveau du pointA. Le flux sera exprimé
en fonctionN , I,RA,RB ,RC et r.
1. 2. 4. Exprimer'A en fonction deN , I, e, r,R0 et v1(t). Nous négligerons le termev21(t)e2 .

1. 2. 5. Calculer l’expression de'C le flux magnétique de l’entrefer au niveau du pointC. Le flux sera exprimé
en fonctionN , I,RA,RB ,RC et r.
1. 2. 6. Exprimer'C en fonction deN , I, e, r,R0 etv1(t). Nous négligerons le termev21(t)e2 .

1. 2. 7. Calculer l’expression de'B le flux magnétique de l’entrefer au niveau du pointB. Le flux sera exprimé
en fonctionN , I,RA,RB ,RC et r.
1. 2. 8. Exprimer'B en fonction deN , I, e, r,R0 etv1(t). Nous négligerons le termev21(t)e2 .

1. 2. 9. En considérant le circuit magnétique total, exprimer les flux magnétiques�A, �B et�C qui traversent
respectivement les entrefersA,B etC. (Pour guider le candidat on précise que�A représente le flux magnétique
total au niveau de l’entreferA, il s’exprime par�A = 2:'A)

Les vibrations font varier l’entrefer et par conséquent font varier le flux magnétique. Le bobinage 1, décrit par la
figure (8) et constitué den1 spires par branche, détecte la variation de flux.

1. 2. 10. Donner l’expression de la tension induite sur la brancheA, notéeUA, dans le bobinage 1.UA sera
exprimée en fonction deN , n1, I, e, r,R0 = e�0:S et v1(t).
1. 2. 11. Donner l’expression de la tension induite sur la brancheC, notéeUC , dans le bobinage 1.

1. 2. 12. A partir des deux questions précédentes, exprimerU1 la tension totale induite dans la bobinage 1
lorsque le cylindre vibre selon l’axeAE. (Le bobinage est tel queU1=UA+UE-UC-UG)

1. 2. 13. Montrer queU1 = Gdet1:dv1(t)dt . ExprimerGdet1.
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Pour le bobinage 2, nous allons considérer une vibration du cylindre selon l’axeHD (voir la figure (9)). Le
bobinage 2 comporten2 spires par branche et la vibration sera notéev2(t).

1. 2. 14. ExprimereA, eB , eC , eD, eE , eF , eG, eH en fonction dee et dev2(t).
1. 2. 15. Montrer queU2 = Gdet2:dv2(t)dt . ExprimerGdet2.

En conclusion le système de détection sera modélisé par :� U1(t)U2(t) � = � Gdet1 00 Gdet2 � :� _v1(t)_v2(t) �
La partie excitation n’est pas étudiée dans le devoir, son modèle est donné par :� Fmag1(t)Fmag2(t) � = � Gex
1 00 Gex
2 � :� i1(t)i2(t) �+ � Kmag1 00 Kmag2 � :� v1(t)v2(t) �
où i1(t) et i2(t) sont les courants qui circulent dans les bobinages 1 et 2 etFmag1(t) etFmag2(t) sont les forces

magnétiques qui font vibrer le cylindre.

1.3 Modèlisation du cylindre

Le cylindre est excité par des forces magnétiques notéesFmag1(t) et Fmag2(t) selon qu’elles proviennent du
bobinage 1 ou du bobinage 2. Nous considèreront qu’elles sont appliquées à une hauteurx0 comme indiqué sur la
figure (11).

A partir de la structure de l’ensemble, il est possible de montrer que le comportement dynamique du cylindre peut
être modélisé par la relation mathématique suivante (dans le cas d’un cylindre parfait) :� Fmag1(t):f2(X0)Fmag2(t):f2(X0) � = � M 00 M � :� �v1(t)�v2(t) �+ " M!0Q 00 M!0Q # :� _v1(t)_v2(t) �+� M!20 00 M!20 � :� v1(t)v2(t) �+ � 0 2k

(t)2k

(t) 0 � :� _v1(t)_v2(t) �

1. 3. 1. Dans le cas où les deux axes ne sont pas couplés (
(t) = 0 rad:s�1), exprimer l’équation différentielle
qui lie les grandeursv1(t) et i1(t) en fonction deGex
1,Kmag1,M , !0,Q etf(X0).
1. 3. 2. Dans le cas où
(t) = 0 rad:s�1, calculer la fonction de transfertG1(p) = V1(p)I1(p) .

1. 3. 3. Lorsque le termeKmag1:f2(X0) est nul, calculer la pulsation de résonance,!r, du cylindre (en régime
harmonique) en fonction dew0 la pulsation naturelle etQ le coefficient de qualité du cylindre.

1. 3. 4. Sur le document réponse 2, compléter la réponse fréquentielle de Bode en positionnant notamment les
pulsations!0 et!r.
1. 3. 5. Le termeKmag1:f2(X0) n’est plus considéré nul, calculer la nouvelle pulsation derésonance,!0r, du
cylindre (en régime harmonique).
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1.4 Modèlisation de l’ensemble Excitation-Cylindre vibrant-Détection

Le modèle du système peut être représenté comme indiqué sur la figure (12).
La partieexcitation(non étudiée dans ce devoir) est caractérisée par :� Fmag1(t)Fmag2(t) � = � Gex
1 00 Gex
2 � :� i1(t)i2(t) �+ � Kmag1 00 Kmag2 � :� v1(t)v2(t) �
Le signal d’entrée pour le cylindre est constitué des forcesFmag1 etFmag2.
Le vecteur d’état est constitué des signaux :x = 0BB� v1_v1v2_v2 1CCA
1. 4. 1. Calculer la représentation d’état du cylindre vibrant et dela détection, en donnant l’expression des
matricesA,B, C etD. � _x = A:x+B:uy = C:x+D:u

avec y = � U1(t)U2(t) �
1. 4. 2. Exprimer la représentation d’état de l’ensemble Excitation-Cylindre vibrant-Détection. Les vecteursx
ety sont les mêmes que pour la question précédente. Le vecteur decommande est défini par :u = � i1(t)i2(t) �
1. 4. 3. Le modèle obtenu est-il linéaire ? Justifier rapidement la réponse.

1.5 Modèlisation du séquençage

Les systèmes d’excitation et de détection utilisent les mêmes bobines. Un système de séquençage permet soit
d’exciter soit de détecter, de telle sorte que les signaux d’excitation et les signaux de détection ne peuvent coexister
simultanément. Ce dispositif est décrit sur le figure (13).

Lorsque�(t) = 1 les interrupteurs pour l’excitation sont fermés.
Lorsque�(t) = 1 les interrupteurs pour la détection sont fermés.
Ces deux signaux sont périodiques, la période est notéeT .
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1. 5. 1. Calculer les coefficientsCn de la série de Fourier de�(t).�(t) = +1Xn=�1Cn:e 2�jnT t avecCn = 1T Z +T2�T2 �(t):e� 2�jnT t:dt
1. 5. 2. Calculer les coefficientsCn de la série de Fourier de�(t).�(t) = +1Xn=�1Cn:e 2�jnT t
1. 5. 3. Sur le document réponse 3, représenter le spectre d’amplitude (j�(f)j) de�(t). Vous préciserez entre
autres les valeurs pour lesquellesj�(f)j = 0.

1. 5. 4. Sur le document réponse 4, représenter le spectre d’amplitude (j�(f)j) de�(t). Vous préciserez entre
autres les valeurs pour lesquellesj�(f)j = 0.

1. 5. 5. Exprimeri1(t) en fonction de�(t) et dei01(t).
1. 5. 6. ExprimerI1(f) en fonction de�(f) et deI 01(f). (I1(f) = TF [i1(t)℄ et I 01(f) = TF [i01(t)℄)
1. 5. 7. i01(t) = I 010:sin(!0t). CalculerI 01(f) la transformée de Fourier dei01(t). On rapelle la définition de la

transformée de Fourier d’un signal :I 01(f) = TF [i01(t)℄ = Z +1�1 i10(t):e�2�jft:dt. On peut également s’aider

des relations suivantes :sin(!0t) = ej!0t�e�j!0t2j etTF [e�2�jf0t℄ = Æ(f � f0).
1. 5. 8. Sur le document réponse 5, tracer le spectre d’amplitude dei01(t).
1. 5. 9. Sur le document réponse 6, tracer le spectre d’amplitude dei1(t).
1. 5. 10. Le signal i1(t) passe à travers le gyromètre qui est un système très résonant, est-il nécessaire de
considérer l’ensemble du spectre dei1(t) pour établir le modèle de l’ensemble ? Justifier rapidement votre
réponse.

1. 5. 11. Proposer un modèle pour la partieexcitation en intégrant le système de séquençage.
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PARTIE 2 Commande du gyromètre

Nous proposons une étude d’une partie du système de régulation. Le modèle utilisé est donné sous la forme d’une
représentation d’état.x : vecteur d’état ;u : vecteur de commande ;y : vecteur de sortie. x = � v1 _v1 v2 _v2 �Tu = � i1 i2 �Ty = � u1 u2 �T8>><>>: _x = � A1 OO A1 � :x+
(t) � O �A2A2 O � :x+ �T : � B1 OO B1 � :uy = T��T � C1 OO C1 � :x

où A1 = � � AM �KM1 0 � A2 = � �2M
M 00 0 �B1 = " Gex
:K2zM0 # C1 = � Gdet 0 �
etO : matrices de dimension convenable pour lesquelles tous seséléments sont nuls.

2.1 Propriétés du modèle

Le modèle donné ci-dessus est destiné au calcul d’un ensemble de correcteurs. La vitesse de rotation du cylindre
autour de son axe est envisagée comme un perturbation. L’objectif est de maintenir l’ellipse de vibration sur l’axe 1.

2. 1. 1. Quel(s) avantage(s) peut présenter l’écriture du modèle sous la forme d’une représentation d’état plutôt
qu’une matrice de transfert ?

2. 1. 2. Afin de vérifier les propriétés de commandabilité, quelle condition doit-être vérifiée pour que le modèle
soit commandable ? On noteraMC la matrice de commandabilité. La condition sera exprimée enfonction deA1 etB1. (Nous considérerons
(t) = 0 rad:s�1)
2. 1. 3. Appliquer la condition donnée à la question précédente et conclure sur la commandabilité du modèle.
(On se limitera aux six premières colonnes de la matriceMC)

2. 1. 4. Quelle propriété doit vérifier le modèle pour être observable ? On noteraMO la matrice d’observabilité.
La condition sera exprimée en fonction deA1 etC1. (Nous considérerons
(t) = 0 rad:s�1)
2. 1. 5. Pour
(t) = 0 rad:s�1, le modèle est-il observable ? (Pour le calcul, on se limitera aux six premières
lignes de la matriceMO)
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2.2 Etude de la stabilité du modèle

2. 2. 1. Pour
(t) = 
0, exprimer la relation qui permet de calculer la matrice de tranfert du modèle.

La matrice de transfert du modèle, pour
0 = 0 rad:s�1, est donnée par :G(p) = " N(p)D(p) 00 N(p)D(p) #
avec D(p) = p2 + 11; 6688:p + 2; 4019:109 ;N(p) = 2; 8067:p � 9; 5367:10�7 :
2. 2. 2. Le modèle décrit parG(p) est-il stable ? Justifier votre réponse par le calcul.

Une seconde approche consiste à caractériser la stabilité àpartir de la représentation d’état.

2. 2. 3. Quelle propriété doit avoir la matrice d’étatA pour que le modèle soit stable ?A = � A1 
0A2�A2
0 A1 �
2. 2. 4. Quelle relation permet de calculer les valeurs propres d’une matriceA?

2. 2. 5. Quelle(s) signification(s) donnez vous à la notion de valeurpropre ?

2. 2. 6. Calculer les valeurs propres du modèle pour
0 = 0 rad:s�1. Pour calculer les valeurs propres deA il
suffit de calculer celles deA1.
2. 2. 7. Le modèle est-il stable ?

Une troisième approche est celle proposée par Lyapunov. L’idée de départ est de choisir une fonction notéeV (x)
(x étant le vecteur d’état). La fonctionV (x) peut, par exemple, représenter l’énergie du vecteur d’état. Si cette énergie
est décroissante, en régime libre, au cours du temps alors lesystème sera qualifié de stable. Mathématiquement cela
se résume par : � V (x) = xT :x_V (x) = dV (x)dt < 0 (1)

La relation donnée ci dessus est une condition suffisante de stabilité, c’est à dire que lorsqu’elle est satisfaite on
peut conclure à la stabilité du système étudié. Dans le cas oùelle n’est pas satisfaite, on ne peut pas conclure sur la
stabilité du système : il peut être stable ou instable.

La stabilité est une propriété intrinsèque du système. Pourla caractériser, on se limitera à la partie du modèle :_x = A:x
avec
0 = 0 rad:s�1.
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2. 2. 8. Calculer _V (x) = dV (x)dt en fonction deA et dex. Le résultat pour _V (x) sera donné sous la formexT :(::?::):x.

2. 2. 9. De l’inégalitéxT :F:x < 0 on obtientF < 0. A partir de la question précédente exprimerF en fonction
deA1 (
0 = 0 rad:s�1).
2. 2. 10. L’inégalitéF < 0 est vérifiée si et seulement si toutes les valeurs propres deF présentent une partie
réelle strictement négative. Calculer les valeurs propresdeF .

2. 2. 11. A partir de la question précédente que peut on dire quant à la stabilté du système ?

Il est possible de généraliser la fonctionV (x) comme :V (x) = xT :P:x (2)

oùP est une matrice symétrique (P = P T ) telle que toutes ses valeurs propres aient une partie réelle strictement
positive.

2. 2. 12. Calculer _V (x) = dV (x)dt en fonction deA, P etx.

Pour résoudre l’inégalité matricielleF 0 < 0, on la transforme en égalité matricielleF 0 +Q = 0.
Afin de simplifier les calculs,Q est par exemple une matrice identité :Q = 2664 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 3775 (3)

2. 2. 13. Calculer les valeurs propres de la matriceQ.

2. 2. 14. Quelle doit être l’ordre de la matriceP ?

2. 2. 15. Calculer la matriceP (matrice symétrique) qui vérifie l’égalité :F 0 +Q = 0.

2. 2. 16. Calculer les valeurs propres de la matriceP .

2. 2. 17. Le modèle proposé est-il stable ?

2. 2. 18. Quel est l’intérêt d’introduire une matriceP dans la fonctionV (x) ?
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PARTIE 3 Implantation du dispositif de commande dans un composant pro-
grammable

Nous n’aborderons pas l’implantation de l’ensemble du dispositif de commande mais seulement les éléments les
plus délicats telle la boucle à verrouillage de phase.

3.1 Algorithme de CORDIC

La boucle à verrouillage de phase proposée utilise un algorithme nommé CORDIC (COordinateRotationDIgital
Computer). Il est utilisé notamment pour l’implantation de fonctions trigonométriques. Nous allons l’étudier dans le
cas de l’implantation d’une fonctionsinus.

Il s’agit d’une méthode itérative qui nécessite uniquementla multiplication par deux, donc particulièrement adap-
tée aux composants programmables. Son symbole est le suivant :

znCORDIC

x0y0z0
xnyn

Fig. 3Symbole du composant CORDIC

Les différentes itérations de l’algorithme sont données par :8<: xi+1 = xi � �i:yi:Æiyi+1 = yi + �i:xi:Æizi+1 = zi � �i:�i (4)

3. 1. 1. Ecrire les deux premières équations sous la forme matricielle en calculant la matriceCi.vi+1 = Ci:vi
avecvi = (xi; yi)T etvi+1 = (xi+1; yi+1)T .

La matriceCi peut également s’écrire :Ci = Ki:Ri.Ki est un scalaire correspondant à un facteur d’échelle etRi est une matrice de rotation de même dimension deCi et pouvant s’écrire : Ri = � 
os(�i) ��i:sin(�i)�i:sin(�i) 
os(�i) �
(5)�i = �1 et détermine le sens de rotation.

3. 1. 2. Ci = Ki:Ri, calculerKi et Æi en fonction de�i.
3. 1. 3. Soitv0 la valeur initiale devi, exprimer le vecteurvi en fonction dev0 et deCi�1, Ci�2, ... .

3. 1. 4. Exprimervn (vecteurvi aprèsn itérations) en fonction dev0, Kn�1, Kn�2, ... etRn�1,Rn�2, ... .

Nous considéronsÆi = 2�i aveci = 0; 1; 2; :::; n.
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3. 1. 5. Calculer�0, �1, �2, ...,�10.
Sachant que l’angle de rotation (aprèsn itérations) s’exprime par :� = nXi=0 �i:�i
3. 1. 6. Dans le cas particulier où le sens de rotation est positif (�i = 1), calculer la valeur de� pourn = 10.

Le nombreK est appeléfacteur d’échelle. Il a pour expression :K = K0:K1:K2:::::Kn = nYi=0Ki
3. 1. 7. ExprimerKi en fonction deÆi.
3. 1. 8. Nons considéronsÆi = 2�i. CalculerK pourn = 10.

La troisième équation de l’algorithme de CORDIC est égale à :zi+1 = zi � �i:�i
3. 1. 9. Exprimerzn, valeur dez aprèsn itérations, en fonction dez0, �i, �i etn.

On défini l’angle de rotation à laime itération :angle = iXk=0 �k:�k
. � �i+1 = +1 lorsque angle < z0�i+1 = �1 lorsque angle > z0 (6)

3. 1. 10. Vers quelle valeur tendzn lorsquen est très grand ?

3. 1. 11. On envisage le calcul du sinus d’un angle de53Æ (z0 = 53Æ). L’algorithme étudié dans cette partie est
envisagé avec 10 itérations (i = 0; 1; 2; ::::; 9; 10). Sur le document réponse 7 complèter le tableau.

Aprèsn itérations, l’algorithme fournit :vn = K: � 
os(�) �sin(�)sin(�) 
os(�) � :v0 (7)

13



3. 1. 12. Dans quelle colonne du document réponse 7 obtient-on la valeur de sin(53Æ)? Justifier rapidement
votre réponse.

3. 1. 13. Quelle opération simple reste-t-il a effectuer pour obtenir la valeur correcte desin(53Æ) ?

3. 1. 14. Les résultats obtenus sur le document réponse 7 permettent-ils d’obtenir la valeur du cosinus de53Æ ?
Justifier rapidement votre réponse.

3. 1. 15. Après 10 itérations (i = 10), quelle erreur commet-on sur le calcul du sinus par rapportà la valeur
théorique ?

3. 1. 16. Dans l’hypothèse où le sinus serait précalculé sur un quart de période, combien de bits seraient
nécessaires au codage de ses valeurs pour avoir une erreur plus faible que celle obtenue avec l’algorithme de
CORDIC à la question précédente ?

3. 1. 17. Quel serait l’encombrement "mémoire" pour stocker les valeurs précalculées sur le quart de période
(l’argument du sinus est codé avec 12 bits) ?

3. 1. 18. D’après la documentation du composant XC2S200 (XILINX), est-il possible de stocker les valeurs d’un
sinus précalculé sur un quart de période avec une précision suffisante dans la mémoire RAM du composant ?
(voir Annexe 1)

3. 1. 19. Quel(s) intérêt(s) peut présenter l’algorithme de CORDIC pour le calcul d’une fonction sinus ?

3.2 Boucle à verrouillage de phase

Pour réaliser la boucle à verrouillage de phase (PLL), la cible est un composant programmable de type FPGA.
Le schéma général de boucle à verrouillage de phase est le suivant : vs(t)

de
phase

Oscillateur
commandé

Correcteur

ve(t)
Comparateur

Fig. 4Schéma général d’une PLL

3.2.1 Comparateur de phase vs(t) de
phase

ve(t) vd(t)Comparateur

Fig. 5Comparateur de phaseve(t) = Ve:sin(�e(t))vs(t) = Vs:sin(�s(t))
Nous cherchons à établir la sortie du comparateur de phase telle que :vd(t) = Kd:(�e(t)� �s(t))
Comparateur à multiplieur
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3. 2. 1. 1. Calculer le produitve(t):vs(t) en mettant en évidence les deux termes :
os(�e(t) � �s(t)) et
os(�e(t) + �s(t)).
3. 2. 1. 2. Dans le cas oùve(t) etvs(t) sont à des fréquences voisines, exprimer les fréquences desdeux termes
mis en évidence dans la question précédente.

3. 2. 1. 3. Pour réaliser le comparateur de phase, lequel des deux termes faut-il éliminer ? Quelle fonction
permet cette élimination ?

3. 2. 1. 4. Exprimervd(t) après élimination du terme précisé dans la question précédente.

3. 2. 1. 5. Sur le document réponse 8, tracer graphiquementvd en fonction de�e(t)� �s(t).
3. 2. 1. 6. Autour de quel point est-il intéressant de faire fonctionner le comparateur de phase pour obtenir la
relation : vd ' Kd:(�s(t)� �e(t)) ?

3. 2. 1. 7. Donner l’expression deKd en fonction deVe et deVs.
3. 2. 1. 8. Quelles sont les différentes fonctions à implanter dans le composant programmable ?

Comparateur : algorithme de CORDIC

Afin d’éviter l’implantation des multiplications dans le composant programmable on utilise l’algorithme de COR-
DIC étudié dans la partie3.1.

Aprèsn itérations, l’algorithme converge vers les relations suivantes :8<: xn = K:(x0:
os(z0)� y0:sin(z0))yn = K:(y0:
os(z0) + x0:sin(z0))zn = 0 (8)

3. 2. 1. 9. Préciser les valeurs d’initialisationx0, y0 etz0 pour réaliser le comparateur de phase.

3. 2. 1. 10. La fonction obtenue à la question précédente comporte également deux termes similaires à ceux
évoqués à la question 3.2.1.1. Après élimination d’un des deux termes et linéarisation du terme restant, quelle
est la valeur deKd qui modélise le comparateur de phase ?

3.2.2 Oscillateur commandé

L’oscillateur est entièrement numérique. Par analogie avec le casanalogiqueoù l’oscillateur est piloté par une
tension, l’oscillateurnumérique est piloté par un nombre binaire notéN . La fréquence de sortie de l’oscillateur est
alors proportionnelle àN . f0 = K0:N

La réalisation de l’oscillateur numérique comporte deux parties : un accumulateur de phase (intégrateur numé-
rique) et un CORDIC. L’accumulateur de phase possède la fonction de transfert :I(Z) = 11� Z�1 :
La fréquence d’échantillonnage est donnée par la fréquenced’horlogeF
lk (périodeT
lk). Le nombre de bits de
l’accumulateur est noténa.
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3. 2. 2. 1. Rappeler la définition deZ, variable de la transformée enZ.

3. 2. 2. 2. Pour un nombreN constant et égal à 1, donner sur le document réponse 9 la courbe représentant la
sortie de l’accumulateur pour les 10 premiers échantillons.

3. 2. 2. 3. Quelle est la valeur maximale de sortie de l’accumulateur ?

3. 2. 2. 4. Quelle est la fréquence du signal de sortie de l’accumulateur (fsa) ? On exprimerafsa en fonction deF
lk, N etna.
3. 2. 2. 5. Calculer l’expression�(t) de la phase (sortie de l’accumulateur de phase) en fonction deF
lk, na etN .

Le signal de sortie de sortie de l’accumulateur représente une phase.

3. 2. 2. 6. Complèter le document réponse 10 (zones grisées) pour obtenir les sorties indiquées sur le même
document.

3. 2. 2. 7. Calculer la valeur deK0 du gain de l’accumulateur de phase.

La boucle à vérouillage de phase peut être représentée par lafigure du document réponse .
On peut remarquer que!0 sert à règler la pulsation centrale de la boucle à verrouillage de phase.

3. 2. 2. 8. Complèter le document réponse 11 en indiquant ce qui se trouve dans les parties grisées.

3. 2. 2. 9. On modèlise la boucle à verrouillage de phase par des schémasblocs. Complèter le document réponse
12 en indiquant les modèles dans les différents blocs vides.

3. 2. 2. 10. Quel correcteur faut-il prévoir pour avoir une erreur de phase et de fréquence nulle ? Justifier votre
réponse.
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Fig. 7Bobinage de polarisation élémentaire
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Fig. 9Bobinage 2 (excitation et détection)
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Fig. 10Circuit magnétique élémentaire : détection par le bobinage1
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Fig. 11Plan d’excitation et de détection
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Fig. 12Structure du gyromètre

19



U 02

t0

t0

Gyromètre

E
xc

ita
tio

n

D
é

te
ct

io
n

i1
i2

U1
U2

�(t) �(t)
�(t)

�(t)
� T

i02
i01 U 01

Fig. 13Gyromètre et séquenceur
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DOCUMENT REPONSE DE LA PARTIE 1

Question 1.1. 2

Document réponse 1Schéma électrique équivalent du circuit magnétique de la figure (7)

Question 1.3. 4

Document réponse 2Tracé fréquentiel de Bode
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Question 1.5. 3

0 f

j�(f)j

Document réponse 3Spectre d’amplitude de�(t)
Question 1.5. 4

0 f

j�(f)j

Document réponse 4Spectre d’amplitude de�(t)
Question 1.5. 8

0 f

��I 01(f)��

Document réponse 5Spectre d’amplitude dei01(t)
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Question 1.5. 9

0 f

jI1(f)j

Document réponse 6Spectre d’amplitude dei1(t)
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DOCUMENT REPONSE DE LA PARTIE 3

Question 3.1.11
L’angle de rotation est défnini par : angle = iXk=0�k:�k:

i zi �i �i Æi xi yi angle
0 53 +1 1 0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

TAB . 1 – Document réponse 7Calcul du cosinus d’un angle de 53Æ
Question 3.2.1.5vd

0 � �e � �s

Document réponse 8Caractéristique de comparateur de phase
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Question 3.2.2.2

Sortie de l’accumulateur de phase

0 k(k:T
lk)
Document réponse 9Réponse de l’accumulateur de phase numérique

Question 3.2.2.6

Vssin(�s)
Z0

CORDIC

Accumulateur
de phase

N X0Y0
ZnXnYn

ZnVs
os(�s)
Document réponse 10Oscillateur numérique

Question 3.2.2.8

w0Z0
CORDICX0Y0

ZnXnYn Accumulateur
de phase

Filtre

Passe Bas
Correcteur

++ Z0
CORDICX0Y0

ZnXnYn sin
os
Document réponse 11PLL entièrement numérique
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Question 3.2.2.9 �s
Filtre

Passe Bas
Correcteur

Accumulateur
de phase

+ ��e
Document réponse 12Modélisation de la PLL
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