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Problématique

𝒒𝒅 𝑡𝑘 , ሶ𝒒𝒅 𝑡𝑘 , ሷ𝒒𝒅(𝑡𝑘)

Equations du mouvement

𝜏 = 𝐵 𝑞 −1(𝐻 𝑞 ሷ𝑞 + 𝐶 𝑞, ሶ𝑞 ሶ𝑞 + 𝐺 𝑞 − 𝐸 𝑞 𝑓𝑒)

Forces extérieures

𝒇𝒆(𝑡𝑘)

Couples articulaires

𝝉(𝑡𝑘)

Angles, vitesses, accélérations

Au temps 𝑡𝑘
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Equilibre d’un solide S

𝑃

𝐶

{Actions 
extérieures}

{Quantités d’accélération}

{Quantités d’accélération}={Forces extérieures}

“Pour un solide en translation…”

Ԧ𝑥0

𝐹 Ԧ𝑥0 𝑚 ሷ𝑥 Ԧ𝑥0
𝐶

𝑚 ሷ𝑥 = 𝐹
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Equilibre d’un solide S

𝑅0
𝑂

ቊ
𝒇 = 𝑚 ሷ𝒄

𝝉(𝑐) = 𝑰 ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝑰𝝎

𝒇 actions extérieures
𝑚 masse du solide
𝒄 Centre de masse du solide dans 𝑅0 (repère fixe)
𝝎 vitesse angulaire du solide / 𝑅0 et exprimée dans 𝑅0
𝑰 Matrice d’inertie du solide exprimée dans 𝑅0
𝝉(𝒄) couple associé aux actions extérieures, exprimé au centre de masse dans 𝑅0

Au centre de masse
𝑃

𝐶 (1)
(2)

{Actions 
extérieures}

{Quantités
d’accélération}



𝒇 actions extérieures
𝑚 masse du solide
𝒄 Centre de masse du solide dans 𝑅0 (repère fixe)
𝝎 vitesse angulaire du solide / 𝑅0 et exprimée dans 𝑅0
𝑰 Matrice d’inertie du solide exprimée dans 𝑅0
𝝉(𝒄) couple associé aux actions extérieures, exprimé au centre de masse dans 𝑅0
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Equilibre d’un solide 𝑆 en dynamique inverse

𝑅0
𝑂

ቊ
𝒇 = 𝑚 ሷ𝒄

𝝉(𝑐) = 𝑰 ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝑰𝝎

𝑃

𝐶 (1)
(2)

→ connu (mesuré/modélisé)

→ connu (calculé grâce à 𝒒)

Au centre de masse

{Actions 
extérieures}

{Quantités
d’accélération}

→ connu (calculé grâce à 𝒒)

→ connu (mesuré/modélisé)

→ connu (mesuré/modélisé)

→ connu (mesuré/modélisé)
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Equilibre d’une chaine de solides

{Actions extérieures→ 1}

{Quantités d’accélération→1}

{Quantités d’accélération→ 1}={Actions extérieures→1}
{2→ 1}

+{2→1}

Connu Connu Calculé !
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Equilibre d’une chaine de solides

{Actions extérieures→ 2}

{Quantités d’accélération→2}

{Quantités d’accélération→ 2}={Actions extérieures→2} +{1→2}+{3→2}

{1→ 2}

-{2→1}connu connu Calculé !

{3→ 2}
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Algorithme de Newton-Euler

{i-1→i}= {Quantités d’accélération→ i}-{Actions extérieures→i}+{i→ i+1}

Pour une chaine de 𝑛𝐵 solides

Pour 𝑖 = 𝑛𝐵 à 1
{Actions extérieures→ i}

{Quantités d’accélération→i}

-{i→ i+1}

{i-1→ i}

Facile ! Mais il faut aller un peu dans le détail…



Dynamique inverse numérique
Newton-Euler en algèbre spatiale

Charles Pontonnier
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Equilibre d’un solide S

𝑅0
𝑂

ቊ
𝒇 = 𝑚 ሷ𝒄

𝝉(𝑐) = 𝑰 ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝑰𝝎

𝒇 actions extérieures
𝑚 masse du solide
𝒄 Centre de masse du solide dans 𝑅0 (repère fixe)
𝝎 vitesse angulaire du solide / 𝑅0 et exprimée dans 𝑅0
𝑰 Matrice d’inertie du solide exprimée dans 𝑅0
𝝉(𝒄) couple associé aux actions extérieures, exprimé au centre de masse dans 𝑅0

Au centre de masse
𝑃

𝐶 (1)
(2)

{Actions 
extérieures}

{Quantités
d’accélération}
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Equations du mouvement spatiales [Featherstone2007]

𝑅0
𝑂

Vitesse de S en 𝑂 : 𝒗𝑶 = ሶ𝒄 + 𝒄 × 𝝎

Accélération de S en 𝑂: ሶ𝒗𝑶 = ሷ𝒄 + ሶ𝒄 × 𝝎+ 𝒄 × ሶ𝝎

L’accélération du centre de masse devient ሷ𝒄 = ሶ𝒗𝑶 − 𝒄 × ሶ𝝎 + 𝝎× (𝒗𝑶 +𝝎 × 𝒄)

𝑃

𝐶

En replacant dans 1, il vient

𝒇 = 𝑚( ሶ𝒗𝑶 − 𝒄 × ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝒗𝑶 +𝝎 × 𝒄 )
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Equations du mouvement spatiales [Featherstone2007]

𝑅0
𝑂

Couples exprimés en 𝑂:𝑃

𝐶 Avec 𝒇 = 𝑚( ሶ𝒗𝑶 − 𝒄 × ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝒗𝑶 + 𝝎 × 𝒄 )

Et

𝝉(𝑂) = 𝝉(𝑐) + 𝒄 × 𝒇

𝝉(𝑐) = 𝑰 ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝑰𝝎

Finalement:

𝝉(𝑂) = 𝑰 ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝑰𝝎 + 𝒄 ×𝑚( ሶ𝒗𝑶 − 𝒄 × ሶ𝝎 + 𝝎× 𝒗𝑶 +𝝎 × 𝒄 )
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Equations du mouvement spatiales [Featherstone2007]

𝑅0
𝑂

𝑃

𝐶
𝝉(𝑂) = 𝑰 ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝑰𝝎 + 𝒄 ×𝑚( ሶ𝒗𝑶 − 𝒄 × ሶ𝝎 + 𝝎× 𝒗𝑶 +𝝎 × 𝒄 )

𝒇 = 𝑚( ሶ𝒗𝑶 − 𝒄 × ሶ𝝎 + 𝝎 × 𝒗𝑶 +𝝎 × 𝒄 )

Ce qui peut être écrit 
sous forme matricielle

ෝ𝜔 =

0 −𝜔𝑧 𝜔𝑦

𝜔𝑧 0 −𝜔𝑥

−𝜔𝑦 𝜔𝑥 0
!

(application produit vectoriel) 

𝝉
𝒇 = 𝑰𝑆

ሶ𝝎
ሶ𝒗𝑂

+
ෝ𝝎 ෞ𝒗𝑶
𝟎 ෝ𝝎

𝑰𝑆
𝒗𝑶
𝝎

= 𝑰𝑆
ሶ𝝎
ሶ𝒗𝑂

+
𝝎
𝒗𝑶

× 𝑰𝑆
𝝎
𝒗𝑶

Cette expression implique deux quantités spatiales fondamentales pour la 

dynamique des solides rigides: 𝑰𝑆 matrice d’inertie spatiale et 
ሶ𝒗𝑂
ሶ𝝎
= ሶ𝝃 accélération 

spatiale du solide S
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Inertie spatiale et accélération spatiale

𝑅0
𝑂

𝑃

𝐶

Matrice d’inertie spatiale: Matrice symétrique 6 x 6 :

𝕀 matrice identité

Accélération spatiale: pas une accélération physique (taux de variation du flux 
de vitesse en O)

ሶ𝒗𝑂
ሶ𝝎
= ሶ𝝃

𝑰𝒔 =
𝑰 − 𝑚ො𝒄ො𝒄 𝑚ො𝒄
𝑚ො𝒄𝒕 𝒎𝕀



−
𝒇𝒊+𝟏
𝝉𝒊+𝟏
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Algorithme de Newton-Euler

{i-1→i}= {Quantités d’accélération→ i}-{Actions extérieures→i}+{i→ i+1}

Pour une chaine de 𝑛𝐵 solides

Pour 𝑖 = 𝑛𝐵 à 1
{Actions extérieures→ i}

{Quantités d’accélération→i}{i-1→ i}

𝒇𝒊
𝝉𝒊

= 𝑰𝒊
𝑆 ሶ𝒗𝑂𝑖

ሶ𝝎𝒊
+

𝒗𝑶𝒊
𝝎𝒊

× 𝑰𝒊
𝑆 𝒗𝑶𝒊
𝝎𝒊

−𝒇𝒆𝑖 +
𝒇𝒊+𝟏
𝝉𝒊+𝟏

𝒇𝒆𝑖

𝒇𝒊
𝝉𝒊 𝑰𝒊

𝑆 ሶ𝒗𝑂𝑖
ሶ𝝎𝒊

+
𝒗𝑶𝒊
𝝎𝒊

× 𝑰𝒊
𝑆 𝒗𝑶𝒊
𝝎𝒊

-{i→ i+1}
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Algorithme de Newton-Euler

Algorithme itératif

Connaissant les positions, vitesses, accélérations articulaires et les actions extérieures à l’instant 𝑡𝑘

1. Calculer les vitesses et accélérations spatiales de l’ensemble des solides de la base vers l’extrémité
2. Calculer les efforts d’actionnement de l’extrémité vers la base

Au temps 𝑡𝑘

For 𝑖 = 1 to 𝑛𝐵 do
ሶ𝝃𝒊 = 𝑓(𝒒, ሶ𝒒, ሷ𝒒, 𝒇𝒆𝑖 ,

ሶ𝝃λ(𝒊))

End
For 𝑖 = 𝑛𝐵 to 1 do

𝒇𝒂𝒊 = 𝑓( ሶ𝝃𝒊,𝒇𝒆𝑖 , 𝒇𝒂𝝁(𝒊))

End
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Algorithme de Newton-Euler

ሶ𝝃𝒊 = ሶ𝝃λ(𝒊) +
ෝ𝝎𝒊 𝟎
ෝ𝒗𝟎𝒊 ෝ𝝎𝒊

𝒖𝒊
𝒑𝒊 × 𝒖𝒊

ሶ𝒒𝒊 +
𝒖𝒊

𝒑𝒊 × 𝒖𝒊
ሷ𝒒𝒊

𝝃𝒊 = 𝝃𝝀(𝒊) +
𝒖𝒊

𝒑𝒊 × 𝒖𝒊
ሶ𝒒𝒊

𝟎𝑹𝒊 =
𝟎𝑹λ(𝒊)

λ(𝒊)
𝑹𝒊(𝒒𝒊)

𝒑𝒊 = 𝒑λ(𝒊) +
𝟎𝑹λ(𝒊)𝒃𝒊

(𝟎)
𝒖𝒊 =

𝟎𝑹λ(𝒊)
λ(𝒊)

𝒖𝒊

Mise à jour de la position et de 
l’orientation du solide

Mise à jour de l’orientation de l’axe de 
la liaison entre 𝒊 − 𝟏 et 𝒊

Mise à jour de la vitesse spatiale

Mise à jour de l’accélération spatiale

Spatial → tout est 
calculé en 𝑂

For 𝑖 = 1 to 𝑛𝐵 do
ሶ𝝃𝒊 = 𝑓(𝒒, ሶ𝒒, ሷ𝒒, 𝒇𝒆𝑖 ,

ሶ𝝃λ(𝒊))

End
For 𝑖 = 𝑛𝐵 to 1 do

𝒇𝒂𝒊 = 𝑓( ሶ𝝃𝒊,𝒇𝒆𝑖 , 𝒇𝒂𝝁(𝒊))

End
ෝ𝝎𝒊 𝟎
ෝ𝒗𝟎𝒊 ෝ𝝎𝒊
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Algorithme de Newton-Euler

Mise à jour des quantités 
d’accélération de 𝒊

Calcul des efforts articulaires entre  
le solide  𝒊 et le solide 𝒊 − 𝟏

Mise à jour de l’inertie 
spatiale  de 𝒊

𝑰𝒊
𝒔 =

𝑰𝒊 −𝑚𝑖 ෝ𝒄𝒊 ෝ𝒄𝒊 𝑚𝒊ො𝒄𝒊

𝑚𝒊ො𝒄𝒊
𝒕 𝒎𝒊𝕀

Mise à jour de la position du centre 
de masse de 𝒊

(𝟎)
𝒄𝒊 = 𝒑𝒊 +

𝟎𝑹𝒊
𝒊−𝟏𝒄𝒊

𝒇𝒊
𝒂𝒄𝒄 = 𝑰𝒊

𝒔 ሶ𝝃𝒊 + 𝝃𝒊 ×∗ 𝑰𝒊
𝒔𝝃𝒊

𝒇𝒂𝒊 =
𝝉𝒊
𝒇𝒊

= 𝒇𝒊
𝒂𝒄𝒄 − 𝒇𝒆𝒊 −

𝝁(𝒊)

𝒇𝒂𝒋

𝒊𝒆𝒎𝒆 solide à l’instant 𝒕𝒌
(masse 𝒎𝒊 inertie 𝑰𝒊)

𝑓𝑎𝑖 (𝑡𝑘)

𝑓𝑒𝑖 (𝑡𝑘)

𝑞𝑖 (𝑡𝑘)

𝑝𝑖 (𝑡𝑘)

𝑐𝑖 (𝑡𝑘)

𝑓𝑎𝜇(𝑖) (𝑡𝑘)

(Joint torque extraction 𝝉𝒊 =
𝒖𝒊

𝒑𝒊 × 𝒖𝒊

𝒕

𝒇𝒂𝒊 )

For 𝑖 = 1 to 𝑛𝐵 do
ሶ𝝃𝒊 = 𝑓(𝒒, ሶ𝒒, ሷ𝒒, 𝒇𝒆𝑖 ,

ሶ𝝃λ(𝒊))

End
For 𝑖 = 𝑛𝐵 to 1 do

𝒇𝒂𝒊 = 𝑓( ሶ𝝃𝒊,𝒇𝒆𝑖 , 𝒇𝒂𝝁(𝒊))

End

𝝉𝒊
𝑝𝑖 . 𝒖𝒊 = 𝝉𝒊

0
+ 𝒇𝒊 × 𝒑𝒊 . 𝒖𝒊

ෝ𝝎𝒊 ෝ𝒗𝟎𝒊
𝟎 ෝ𝝎𝒊
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Résumé

En notations synthétiques: 𝒔𝒊 =
𝒖𝒊

𝒑𝒊 × 𝒖𝒊

4 étapes d’algorithme 

𝝃𝒊 = 𝝃𝒊−𝟏 + 𝒔𝒊 ሶ𝒒𝒊 (mise à jour de la vitesse spatiale)

ሶ𝝃𝒊= ሶ𝝃𝒊−𝟏+𝒔𝒊 ሷ𝒒𝒊 + ሶ𝒔𝒊 ሶ𝒒𝒊 (mise à jour de l’accélération spatiale)

𝒇𝒂𝒊 = 𝑰𝒊
𝒔 ሶ𝝃𝒊+ 𝝃𝒊 × 𝑰𝒊

𝒔𝝃𝒊 − 𝒇𝒆𝒊 + σ𝝁(𝒊)𝒇𝒂𝒋 (calcul des actions de 𝜆 𝑖 sur 𝑖)

𝜏𝑖 = 𝒔𝒊
𝑻𝒇𝒂𝒊 (Extraction des couples articulaires)

ሶ𝒔𝒊 =
ෝ𝝎𝒊 𝟎
ෝ𝒗𝟎𝒊 ෝ𝝎𝒊

𝒖𝒊
𝒑𝒊 × 𝒖𝒊

! Nécessite le calcul de l’ensemble des quantités en 𝑂

For 𝑖 from1 to 𝑛𝐵

For 𝑖 from 𝑛𝐵 to 1


