Simulation des systemes de solides rigides polyarticulés
3- Modele dynamique analytique

Charles Pontonnier



Objectifs

On cherche a simuler le comportement dynamique de systemes polyarticulés de solides rigides

On sait exploiter des logiciels de calcul symbolique (Matlab, Maple, Symoro+,...) pour établir des modeles dynamiques
analytigues des systemes de solides rigides polyarticulés

Cette présentation développe une méthode classique d’obtention du modele dynamique
analytique d’un robot arborescent classique
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Equations du mouvement

g H(q)q+C(q,q9)q+G(q) =E(qQ)fe+B(@)faq

... \ \ \ \ Efforts des actionneurs

Matrice de masse  Coriolis/centrifuge Gravité .
Efforts extérieurs

Les n équations peuvent prendre la forme suivante

Soit un systeme de n OH ENERRE H(q)q \C(q’ q) q; - E(q)fe B(q)fa

SOI'qu polyarticulés aYeC ng liaisons On regroupe les termes de Coriolis/centrifuge et gravité
Chaine arborescente simple: np, =ng; =n
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Question

‘ Comment systématiser I'obtention des matrices H(q), C(q, q) et G(q)?

calcul et différentiationde T et E,,  Projection des efforts non conservatifs
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Energie cinétigue d’un solide §;

R, repere de référence (galileen)
R; repere associé au solide S; et centré sur la liaison i

Opi vecteur origine du repere R; dans Ry

ORi matrice de rotation du repere R; dans R

'r vecteur position d’un point arbitraire de S; dans R;

Or vecteur position d’un point arbitraire de S; dans R

Ofi vecteur position du centre de masse de S; dans R,

Owi vecteur des vitesses angulaires du solide S; exprime dans Ry

‘w; vecteur des vitesses angulaires du solide S; dans R;

Simplification des notations pour alléger les expressions ensuite
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Energie cinétique 2.0

On peut décrire la position du point r:

Donc sa vitesse s’exprime:

On peut alors réécrire °R

OU lc’o} ==

et ( i@i)v = ia)l- = l

i 0p _ i
RO Ri_ Wi,

S _ 0p in
i = R;i W
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r= Opi+ ORl- Y
r = Olji+ ORi iT'

Soit ‘w; le vecteur vitesse angulaire du solide S; exprimé dans R;.
La dérivée en base mobile nous donne

7= %;+ %w; x 'r=°p;+ "R, 'w; x 'r

la matrice antisymétrique

(application produit vectoriel)



Energie cinétique 2.0

L'énergie cinétique de ce solide s’exprime: AU centre de masse

\
[ |

1 . 112 1 =t = 1 1 T/ — 1
T(Si/Ro) = 5] | °7:]|” dm = > 7 m °F, t3 ARG lwl

Si

Or sans dépendance explicite au temps

0~ . . . . .

0z _vi O Ti. _ : Expression impliquant |a jacobienne du centre de masse de

i = k=15 Gk = Jr;,(q)q ) b :

l 0qxk i S; (que I'on définit pour tous les parametres q)

. . ] . . 9 R
et '@; = "R "Ry = "RoVher— a1 orox rorF
1 i \\ [* * % ql 4+ |*x * *] q2+__.
* ok % * %k %k

On peut alors réécrire le vecteur des vitesses angulaires

V , : : : :
i~ i i ( i 0 ORi) . , Expression impliquant la jacobienne
( “)i) = ;i = k=1{ Ro aar ) ¥ _]wi(q)qﬂde la rotation de S;
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Energie cinétique 2.0

L'énergie cinétique de ce solide s’exprime alors:

1 =t -~ 1 [ =, [
T(Si/Ro) =7 °F m; O + 5 ‘w17, S;) w;

, _1°t§ N : l'tt, (7 S . ;
T(Si/Ro) =54 Jr(@miJr, ()4 + 5 ¢ Joi (@I (T S)]wi(a)q

‘ Cette expression permet d’exprimer la matrice de masse généralisée H(q) du solide

1
T(S;/Ry) = eqHi(CI)q
H;(q) = J;,(@mJ;,(q) + ] (@IF 5, S i (@)

LU'expression précédente est valable au centre de masse (il est nécessaire d’ajouter le
terme de non collocation dans le cas contraire)
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Energie cinetique 2.0

Pour 'ensemble du systeme X

-1, 1..X o1,
. T(Z/Ry) =Z§q Hi(q)q=§q zHi(q)q=§q H(q)q
i=1 i=1

H(q) est alors la matrice de masse généralisée du systeme Z
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Energie potentielle (de pesanteur) 2.0

Pour un solide S;, 'énergie potentielle s’écrit par définition

E,(Si/Ro) = gmilofiz\; Altitude du centre de masse

—
du solide §;
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Energie potentielle (de pesanteur) 2.0

&,

Pour 'ensemble du systeme X

n n
Ey(5/Ro) = ) Ey(Si/Ro) = ) gm; ",
i=1 i=1
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Equations du mouvement

d oT oT
dtoq;| aq T oq ¢

daT(s/R) d [ d I
. o~ doTe/Ry) _d 3| =203 ny@,

. dt  ag; dt 94,2 dt

Pouri=1..n

1 . . .
E(HnCIf + -4 2H;jq;q; + - + Hpnd3)

d . . oH;; . |
aHuCh = H;;q, + z 9q, dx41

d OT(Z/Ry) ~ = < OH
. 0) . T
Dou it aq, —ZHij(Q)CIj‘l'zZ qdrq;
]:

~

Il
[
a-

Il
[y
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Equations du mouvement

d dT

Pouri=1..n I
g i dt 0q;

D’ou
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Equations du mouvement

d aT or| 9E,
dtdq; 0Jq;| 0q;

Pouri=1..n

M:
M:
Q| S
Q | =
= |
<
w
Q.
.
|
M| =
M:
M:
Q.)
Y
Q‘ﬁ
Q.
.
,Q.
w

ZHij(Q)éij -
j=1 J J

En intervertissant les symboles k et j

n n
. 2\ dq, = 0q; aq; )|

‘ Symbole de Christoffel de premiére espéce I';j,

14

-
I
[y
k‘
I
[y
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Obtenir H(q) depuis T(Z/R,)

1 . . .
T(Z/Ry) = 5 (H11G3 + -+ 2H;;q;4; + - + Hpni)

J(

v

(T(Z/R()), CI); q) —

/

[ 0

0T (Z/R,)

044

d

(

041

aT:(Z/RO)

104,

(

0qn

V(T GE/Ro), @) =

)
)

0qn

) <0T(Z/RO)>'
.06'11

0qn

) OT:(Z/RO)
("5)

0T (Z/Ry)]
94 | | .
51 Hy1q1 + Hipq, + -+ Hipnqy
0T (X/R ) C )
( / o) =| Hi1q1 + Hipq, + -+ Hipqy
aq; :
= Hoy Gy + Hnz o + -+ Hyn il
aT(Z/RO) Tllql n2q2 nnCIn
dqn




Equations du mouvement

d aT aT| 0E,

= o]

Pouri=1..n — i
E i dtdq; 0q; /aQi

0E,(Z/Ry) 0 i o
aq; g L.
j=1
Yot dE,(X/Ry) ia OF,,
ou = am:
aq; g l. aq;
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Equations du mouvement

. d oT 0T O0E,
Pouri=1..n — — + =
dtoq; 0dq; 9dq; |

Efforts non conservatifs: on distingue les efforts extérieurs
f (glisseurs) des actions des actionneurs f, (couples)

Pour un effort f, s’appliquant en 7, sur le solide S;

\ (Ow;)

o (. (i 0q; | _ . 0%
Q; —{O}re<E§>{ti(5/Rq)}—{o},,e‘g’< o7, (= Te3q,
94 )
Comme 7, = ?=1Z—ZC°U ona Z_:Iei:g_:zei
or
fe _ €
Qi _fEOqi
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Equations du mouvement

. d oT 0T O0E,
Pouri=1..n — — + =
dtoq; 0dq; 9dq; |

Efforts non conservatifs: on distingue les efforts extérieurs
f (glisseurs) des actions des actionneurs f, (couples)

Pour un couple f,. s'appliquant entre le solide S;_; et §; (inter-

effort)
o = (.}

l're

dw;_q
aq;

®k{ti(Si/Si—1)}) = fa,

torseur de lagrange !
D’ou, dans I'immense majorité des cas\ Q)_c“" :ﬂ
l 1
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Réecriture des équations sous forme matricielle

[°M€ équation.(i€™¢ ligne des matrices et vecteurs composant ces équations)

Z H;;(q)g; + z Z Iiikqiqx + gmiz 3 {Z = Ei(@)fe + Bi(@)fq,
=1 =1 k=1 =1 qi

[Hll ans Hl]
v g1
Lqn n n n :
[z lkqr - z Liikqr - z TinkQrl| 4;
k=1 k=1 ) k=1 3
_q.n_
ij(q; q)

n
2 1< HU aHlk 0H1k> .
£ 2 aQR j  0q ke
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Equations du mouvement

H(q)q+C(q,q9)q+ G(q) =E(qQ)fe+ B(@)faq

... \ \ \ \ Efforts des actionneurs

Matrice de masse  Coriolis/centrifuge Gravité .
Efforts extérieurs

Les n équations peuvent prendre la forme suivante

Soit un systeme de n,,
solides polyarticulés avec ng liaisons

Chaine arborescente simple: np, =ng; =n
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