
Simulation des systèmes de solides rigides polyarticulés
3- Modèle dynamique analytique

Charles Pontonnier



Objectifs

On cherche à simuler le comportement dynamique de systèmes polyarticulés de solides rigides

On sait exploiter des logiciels de calcul symbolique (Matlab, Maple, Symoro+,…) pour établir des modèles dynamiques 
analytiques des systèmes de solides rigides polyarticulés

Cette présentation développe une méthode classique d’obtention du modèle dynamique 
analytique d’un robot arborescent classique
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Equations du mouvement
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𝐻 𝒒 ሷ𝒒 + 𝐶 𝒒, ሶ𝒒 ሶ𝒒 + 𝐺 𝒒 = 𝐸(𝒒)𝒇𝒆 + 𝐵(𝒒)𝒇𝒂

Matrice de masse Coriolis/centrifuge

Efforts des actionneurs

Gravité
Efforts extérieurs

Soit un système de 𝑛𝑏
solides polyarticulés avec 𝑛𝑞 liaisons

Chaine arborescente simple: 𝑛𝑏 = 𝑛𝑞 = 𝑛

Les 𝒏 équations peuvent prendre la forme suivante

OU ENCORE 𝐻 𝒒 ሷ𝒒 + 𝐶 𝒒, ሶ𝒒 ሶ𝒒 = 𝑬(𝒒)𝒇𝒆 +𝑩(𝒒)𝒇𝒂
On regroupe les termes de Coriolis/centrifuge et gravité
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Question

Comment systématiser l’obtention des matrices 𝐻 𝑞 , 𝐶 𝑞, ሶ𝑞 et 𝐺(𝑞)?

On repart des équations de Lagrange

𝑑

𝑑𝑡

𝜕

𝜕 ሶ𝑞𝑖
𝑇 −

𝜕

𝜕𝑞𝑖
𝑇 +

𝜕

𝜕𝑞𝑖
𝐸𝑝 = 𝑄𝑖

′

calcul et différentiation de 𝑇 et 𝐸𝑝 Projection des efforts non conservatifs
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Energie cinétique d’un solide 𝑆𝑖

𝑅0

𝑅𝑖

𝑂0

𝑂𝑖

0𝑝𝑖

𝑖𝑟

0𝑝𝑖 vecteur origine du repère 𝑅𝑖 dans 𝑅0
0𝑅𝑖 matrice de rotation du repère 𝑅𝑖 dans 𝑅0
𝑖𝑟 vecteur position d’un point arbitraire de 𝑆𝑖 dans 𝑅𝑖
0𝑟 vecteur position d’un point arbitraire de 𝑆𝑖 dans 𝑅0
0 ҧ𝑟𝑖 vecteur position du centre de masse de 𝑆𝑖 dans 𝑅0
0𝜔𝑖 vecteur des vitesses angulaires du solide 𝑆𝑖 exprimé dans 𝑅0
𝑖𝜔𝑖 vecteur des vitesses angulaires du solide 𝑆𝑖 dans 𝑅𝑖

𝑅0 repère de référence (galiléen)
𝑅𝑖 repère associé au solide 𝑆𝑖 et centré sur la liaison 𝑖

! Simplification des notations pour alléger les expressions ensuite
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Energie cinétique 2.0

𝑅0

𝑅𝑖

𝑂0

𝑂𝑖

0𝑝𝑖

𝑖𝑟

On peut décrire la position du point 𝑟:                 0𝑟 = 0𝑝𝑖 +
0𝑅𝑖

𝑖𝑟

Donc sa vitesse s’exprime:                                       0 ሶ𝑟 = 0 ሶ𝑝𝑖 +
0 ሶ𝑅𝑖

𝑖𝑟

Soit 𝑖𝜔𝑖 le vecteur vitesse angulaire du solide 𝑆𝑖 exprimé dans 𝑅𝑖. 
La dérivée en base mobile nous donne 

0 ሶ𝑟 = 0 ሶ𝑝𝑖 +
0𝜔𝑖 ×

𝑖𝑟 = 0 ሶ𝑝𝑖 +
0𝑅𝑖

𝑖𝜔𝑖 ×
𝑖𝑟

On peut alors réécrire 0 ሶ𝑅𝑖 =
0𝑅𝑖

𝑖ෝ𝜔𝑖

Où 𝑖ෝ𝜔𝑖 =
𝑖𝑅0

0 ሶ𝑅𝑖 =

0 − 𝑖𝜔𝑖𝑧
𝑖𝜔𝑖𝑦

𝑖𝜔𝑖𝑧 0 − 𝑖𝜔𝑖𝑥

− 𝑖𝜔𝑖𝑦
𝑖𝜔𝑖𝑥 0

la matrice antisymétrique 

et  𝑖ෝ𝜔𝑖
ෙ = 𝑖𝜔𝑖 =

𝑖𝜔𝑖𝑥
𝑖𝜔𝑖𝑦

𝑖𝜔𝑖𝑧

(application produit vectoriel) 
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Energie cinétique 2.0

𝑇 Τ𝑆𝑖 𝑅0 =
1

2
න
𝑆𝑖

0 ሶ𝑟𝑖
2
𝑑𝑚 =

1

2
0 ሶҧ𝑟𝑖

𝑡
𝑚𝑖

0 ሶҧ𝑟𝑖 +
1

2
𝑖𝜔𝑖

𝑡 Ӗ𝐼 ҧ𝑟𝑖 , 𝑆𝑖
𝑖𝜔𝑖

L’énergie cinétique de ce solide s’exprime:

𝑅0

𝑅𝑖

𝑂0

𝑂𝑖

0𝑝𝑖

𝑖𝑟

Or sans dépendance explicite au temps

0 ሶ ҧ𝑟𝑖 = σ𝑘=1
𝑖 𝜕 0 ҧ𝑟𝑖

𝜕𝑞𝑘
ሶ𝑞𝑘 = 𝐽 ҧ𝑟𝑖(𝑞) ሶ𝑞

et 𝑖ෝ𝜔𝑖 =
𝑖𝑅0

0 ሶ𝑅𝑖 =
𝑖𝑅0σ𝑘=1

𝑖 𝜕 0𝑅𝑖

𝜕𝑞𝑘
ሶ𝑞𝑘

On peut alors réécrire le vecteur des vitesses angulaires 

𝑖ෝ𝜔𝑖

⋁
= 𝑖𝜔𝑖 = σ𝑘=1

𝑖 𝑖𝑅0
𝜕 0𝑅𝑖

𝜕𝑞𝑘

⋁

ሶ𝑞𝑘 = 𝐽𝜔𝑖 𝑞 ሶ𝑞

Au centre de masse

Expression impliquant la jacobienne du centre de masse de 
𝑆𝑖 (que l’on définit pour tous les paramètres 𝑞)

Expression impliquant la jacobienne
de la rotation de 𝑆𝑖

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

ሶ𝑞1 +
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

ሶ𝑞2+…
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Energie cinétique 2.0

𝑇 Τ𝑆𝑖 𝑅0 =
1

2
0 ሶҧ𝑟𝑖

𝑡
𝑚𝑖

0 ሶҧ𝑟𝑖 +
1

2
𝑖𝜔𝑖

𝑡 Ӗ𝐼 ҧ𝑟𝑖 , 𝑆𝑖
𝑖𝜔𝑖

𝑇 Τ𝑆𝑖 𝑅0 =
1

2
ሶ𝑞𝑡𝐽 ҧ𝑟𝑖

𝑡 𝑞 𝑚𝑖𝐽 ҧ𝑟𝑖 (𝑞) ሶ𝑞 +
1

2
ሶ𝑞𝑡𝐽𝜔𝑖

𝑡 (𝑞) Ӗ𝐼 ҧ𝑟𝑖 , 𝑆𝑖 𝐽𝜔𝑖(𝑞) ሶ𝑞

L’énergie cinétique de ce solide s’exprime alors:

𝑅0

𝑅𝑖

𝑂0

𝑂𝑖

0𝑝𝑖

𝑖𝑟

Cette expression permet d’exprimer la matrice de masse généralisée 𝐻(𝑞) du solide

𝑻 Τ𝑺𝒊 𝑹𝟎 =
𝟏

𝟐
ሶ𝒒𝒕𝑯𝒊(𝒒) ሶ𝒒

𝑯𝒊 𝒒 = 𝑱ത𝒓𝒊
𝒕 𝒒 𝒎𝒊𝑱ത𝒓𝒊 𝒒 + 𝑱𝝎𝒊

𝒕 (𝒒)ധ𝑰 ത𝒓𝒊, 𝑺𝒊 𝑱𝝎𝒊(𝒒)

!
L’expression précédente est valable au centre de masse (il est nécessaire d’ajouter le 
terme de non collocation dans le cas contraire) 
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Energie cinétique 2.0

𝑻 Τ𝚺 𝑹𝟎 =

𝒊=𝟏

𝒏
𝟏

𝟐
ሶ𝒒𝒕𝑯𝒊(𝒒) ሶ𝒒 =

𝟏

𝟐
ሶ𝒒𝒕

𝒊=𝟏

𝒏

𝑯𝒊(𝒒) ሶ𝒒 =
𝟏

𝟐
ሶ𝒒𝒕𝑯(𝒒) ሶ𝒒

Pour l’ensemble du système Σ

! 𝐻(𝑞) est alors la matrice de masse généralisée du système Σ
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Energie potentielle (de pesanteur) 2.0

𝑅0

𝑅𝑖

𝑂0

𝑂𝑖

0𝑝𝑖

𝑖𝑟

Pour un solide 𝑆𝑖, l’énergie potentielle s’écrit par définition

𝐸𝑝 Τ𝑆𝑖 𝑅0 = 𝑔𝑚𝑖
0 ҧ𝑟𝑖𝑧 Altitude du centre de masse 

du solide 𝑆𝑖
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Energie potentielle (de pesanteur) 2.0

𝑬𝒑 Τ𝜮 𝑹𝟎 =

𝒊=𝟏

𝒏

𝑬𝒑 Τ𝑺𝒊 𝑹𝟎 =

𝒊=𝟏

𝒏

𝒈𝒎𝒊
𝟎ത𝒓𝒊𝒛

Pour l’ensemble du système Σ



SIMSYS - 3 12

Equations du mouvement
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕 ሶ𝑞𝑖
−
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖
′Pour 𝑖 = 1…𝑛

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇 Τ𝛴 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞𝑖

=
𝑑

𝑑𝑡

𝜕

𝜕 ሶ𝑞𝑖

1

2
ሶ𝑞𝑡𝐻 𝑞 ሶ𝑞 =

𝑑

𝑑𝑡


𝑗=1

𝑛

𝐻𝑖𝑗 𝑞 ሶ𝑞𝑗

1

2
(𝐻11 ሶ𝑞1

2 +⋯+ 2𝐻𝑖𝑗 ሶ𝑞𝑖 ሶ𝑞𝑗 +⋯+𝐻𝑛𝑛 ሶ𝑞𝑛
2)

(𝐻𝑖1 ሶ𝑞1 +⋯+ 𝐻𝑖𝑗 ሶ𝑞𝑗 +⋯+ 𝐻𝑖𝑛 ሶ𝑞𝑛)

!
𝑑

𝑑𝑡
𝐻𝑖1 ሶ𝑞1 = 𝐻𝑖1 ሷ𝑞1 +

𝑘=1

𝑛
𝜕𝐻𝑖1
𝜕𝑞𝑘

ሶ𝑞𝑘 ሶ𝑞1

D’où
𝒅

𝒅𝒕

𝝏𝑻 Τ𝜮 𝑹𝟎

𝝏 ሶ𝒒𝒊
=

𝒋=𝟏

𝒏

𝑯𝒊𝒋 𝒒 ሷ𝒒𝒋 +

𝒋=𝟏

𝒏



𝒌=𝟏

𝒏
𝝏𝑯𝒊𝒋

𝝏𝒒𝒌
ሶ𝒒𝒌 ሶ𝒒𝒋



SIMSYS - 3 13

Equations du mouvement
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕 ሶ𝑞𝑖
−
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖
′Pour 𝑖 = 1…𝑛

1

2
(
𝜕𝐻11
𝜕𝑞𝑖

ሶ𝑞1
2 +⋯+ 2

𝜕𝐻𝑗𝑘

𝜕𝑞𝑖
ሶ𝑞𝑗 ሶ𝑞𝑘 +⋯+

𝜕𝐻𝑛𝑛
𝜕𝑞𝑖

ሶ𝑞𝑛
2)

𝝏𝑻 Τ𝜮 𝑹𝟎

𝝏𝒒𝒊
=
𝟏

𝟐


𝒋=𝟏

𝒏



𝒌=𝟏

𝒏
𝝏𝑯𝒋𝒌

𝝏𝒒𝒊
ሶ𝒒𝒋 ሶ𝒒𝒌D’où
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Equations du mouvement
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕 ሶ𝑞𝑖
−
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖
′Pour 𝑖 = 1…𝑛



𝑗=1

𝑛

𝐻𝑖𝑗 𝑞 ሷ𝑞𝑗 +

𝑗=1

𝑛



𝑘=1

𝑛
𝜕𝐻𝑖𝑗

𝜕𝑞𝑘
ሶ𝑞𝑘 ሶ𝑞𝑗 −

1

2


𝑗=1

𝑛



𝑘=1

𝑛
𝜕𝐻𝑗𝑘

𝜕𝑞𝑖
ሶ𝑞𝑗 ሶ𝑞𝑘

En intervertissant les symboles k et j



𝑗=1

𝑛



𝑘=1

𝑛
𝟏

𝟐

𝝏𝑯𝒊𝒋

𝝏𝒒𝒌
+
𝝏𝑯𝒊𝒌

𝝏𝒒𝒋
−
𝝏𝑯𝒋𝒌

𝝏𝒒𝒊
ሶ𝑞𝑗 ሶ𝑞𝑘

Symbole de Christoffel de première espèce 𝜞𝒊𝒋𝒌



SIMSYS - 3 15

Obtenir 𝐻(𝑞) depuis 𝑇( ΤΣ 𝑅0)
𝑇 ΤΣ 𝑅0 =

1

2
(𝐻11 ሶ𝑞1

2 +⋯+ 2𝐻𝑖𝑗 ሶ𝑞𝑖 ሶ𝑞𝑗 +⋯+ 𝐻𝑛𝑛 ሶ𝑞𝑛
2)

∇ 𝑇 ΤΣ 𝑅0 , ሶ𝑞 =

𝜕𝑇 ΤΣ 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞1
⋮

𝜕𝑇 ΤΣ 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞𝑖
⋮

𝜕𝑇 ΤΣ 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞𝑛

=

𝐻11 ሶ𝑞1 + 𝐻12 ሶ𝑞2 +⋯+𝐻1𝑛 ሶ𝑞𝑛
⋮

𝐻𝑖1 ሶ𝑞1 + 𝐻𝑖2 ሶ𝑞2 +⋯+ 𝐻𝑖𝑛 ሶ𝑞𝑛
⋮

𝐻𝑛1 ሶ𝑞1 +𝐻𝑛2 ሶ𝑞2 +⋯+𝐻𝑛𝑛 ሶ𝑞𝑛

𝐽(∇ 𝑇 ΤΣ 𝑅0 , ሶ𝑞 , ሶ𝑞) =

𝜕

𝜕 ሶ𝑞1

𝜕𝑇 ΤΣ 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞1

⋯
𝜕

𝜕 ሶ𝑞𝑛

𝜕𝑇 ΤΣ 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞1

⋮ ⋱ ⋮
𝜕

𝜕 ሶ𝑞1

𝜕𝑇 ΤΣ 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞𝑛

⋯
𝜕

𝜕 ሶ𝑞𝑛

𝜕𝑇 ΤΣ 𝑅0
𝜕 ሶ𝑞𝑛

=
𝐻11 ⋯ 𝐻1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝐻𝑛1 ⋯ 𝐻𝑛𝑛

= 𝐻(𝑞)
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Equations du mouvement
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕 ሶ𝑞𝑖
−
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖
′Pour 𝑖 = 1…𝑛

𝜕𝐸𝑝 Τ𝛴 𝑅0
𝜕𝑞𝑖

=
𝜕

𝜕𝑞𝑖


𝑗=1

𝑛

𝑔𝑚𝑖
0 ҧ𝑟𝑗𝑧

d’où
𝝏𝑬𝒑 Τ𝜮 𝑹𝟎

𝝏𝒒𝒊
= 𝒈𝒎𝒊

𝒋=𝟏

𝒏
𝝏 𝟎ത𝒓𝒋𝒛

𝝏𝒒𝒊
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Equations du mouvement
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕 ሶ𝑞𝑖
−
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖
′Pour 𝑖 = 1…𝑛

Efforts non conservatifs: on distingue les efforts extérieurs 
𝑓𝑒 (glisseurs) des actions des actionneurs 𝑓𝑎 (couples)

!

Pour un effort 𝑓𝑒 s’appliquant en 𝑟𝑒 sur le solide 𝑆𝑗

𝑄𝑖
𝑓𝑒 =

𝑓𝑒
0 𝑟𝑒

⊗ 𝑉𝑞𝑖 Τ𝑆 𝑅𝑔 =
𝑓𝑒
0 𝑟𝑒

⊗

𝜕𝜔𝑗

𝜕 ሶ𝑞𝑖
𝜕 ሶ𝑟𝑒
𝜕 ሶ𝑞𝑖

= 𝑓𝑒
𝜕 ሶ𝑟𝑒
𝜕 ሶ𝑞𝑖

Comme ሶ𝑟𝑒 = σ𝑗=1
𝑛 𝜕𝑟𝑒

𝜕𝑞𝑗
ሶ𝑞𝑗 on a 

𝜕 ሶ𝑟𝑒

𝜕 ሶ𝑞𝑖
=

𝜕𝑟𝑒

𝜕𝑞𝑖

𝑸𝒊
𝒇𝒆 = 𝒇𝒆

𝝏𝒓𝒆
𝝏𝒒𝒊
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Equations du mouvement
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕 ሶ𝑞𝑖
−
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝐸𝑝
𝜕𝑞𝑖

= 𝑄𝑖
′Pour 𝑖 = 1…𝑛

Efforts non conservatifs: on distingue les efforts extérieurs 
𝑓𝑒 (glisseurs) des actions des actionneurs 𝑓𝑎 (couples)

Pour un couple 𝑓𝑎𝑖 s’appliquant entre le solide 𝑆𝑖−1 et 𝑆𝑖 (inter-

effort)

𝑄
𝑖

𝑓𝑎𝑖 =
0
𝑓𝑎𝑖 𝑟𝑒

⊗ 𝑉𝑞𝑖 Τ𝑆𝑖 𝑆𝑖−1 = 𝑓𝑎𝑖
𝜕𝜔𝑖𝑖−1

𝜕 ሶ𝑞𝑖

𝑸
𝒊

𝒇𝒂𝒊 = 𝒇𝒂𝒊

torseur de lagrange !

D’où, dans l’immense majorité des cas
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Réécriture des équations sous forme matricielle



𝑗=1

𝑛

𝐻𝑖𝑗 𝑞 ሷ𝑞𝑗 +

𝑗=1

𝑛



𝑘=1

𝑛

𝛤𝑖𝑗𝑘 ሶ𝑞𝑗 ሶ𝑞𝑘 + 𝑔𝑚𝑖

𝑗=1

𝑛
𝜕 0 ҧ𝑟𝑗𝑧

𝜕𝑞𝑖
= 𝐸𝑖(𝑞)𝑓𝑒 + 𝐵𝑖(𝑞)𝑓𝑎𝑖

[𝐻𝑖1 … 𝐻𝑖𝑗 … 𝐻𝑖𝑛]

ሷ𝑞1
⋮
ሷ𝑞𝑗
⋮
ሷ𝑞𝑛

[

𝑘=1

𝑛

𝛤𝑖1𝑘 ሶ𝑞𝑘 … 

𝑘=1

𝑛

𝛤𝑖𝑗𝑘 ሶ𝑞𝑘 … 

𝑘=1

𝑛

𝛤𝑖𝑛𝑘 ሶ𝑞𝑘]

ሶ𝑞1
⋮
ሶ𝑞𝑗
⋮
ሶ𝑞𝑛

𝑪𝒊𝒋(𝒒, ሶ𝒒)



𝑘=1

𝑛
1

2

𝜕𝐻𝑖𝑗

𝜕𝑞𝑘
+
𝜕𝐻𝑖𝑘
𝜕𝑞𝑗

−
𝜕𝐻𝑗𝑘

𝜕𝑞𝑖
ሶ𝑞𝑘

𝑖𝑒𝑚𝑒 équation (𝑖𝑒𝑚𝑒 ligne des matrices et vecteurs composant ces équations)



Equations du mouvement
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𝐻 𝒒 ሷ𝒒 + 𝐶 𝒒, ሶ𝒒 ሶ𝒒 + 𝐺 𝒒 = 𝐸(𝒒)𝒇𝒆 + 𝐵(𝒒)𝒇𝒂

Matrice de masse Coriolis/centrifuge

Efforts des actionneurs

Gravité
Efforts extérieurs

Soit un système de 𝑛𝑏
solides polyarticulés avec 𝑛𝑞 liaisons

Chaine arborescente simple: 𝑛𝑏 = 𝑛𝑞 = 𝑛

Les 𝒏 équations peuvent prendre la forme suivante
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